MUHAZIRO 1

n-ol¢iiliit Evklid fazasi
n-0lgiilii Evklid fozasini simvolik olaraq R, soklindo isaro edocoyik. n-

olgiilii Evklid fozasi noqtolor vo vektorlar adlanan elo iki nov komiyyatlor
coxluguna deyilir ki, bu komiyyatlor arasinda asagidaki 4 qrup aksiomlar 6donilsin.
I, Heg olmasa bir ndqte vardir (basqa sozls, foza bos deyildir).

I, Mioyyan tortibdo verilmis 4,B ndqtolorine uygun AB vektoru vardir (A
noqtasi vektorun baslangici, B i1sa sonu adlanir).

I, Hor bir A nodqtesi vo a vektoru ligiin elo bir B ndqtosi var ki, a = AB (a vea
AB eyni vektorlar hesab olunur).

I,, Paralelogram aksiomu: Ogor AB =CD iso onda AC = BD

I qrup aksiomlarda noqtolorlo vektorlar arasinda slaqe verilir.

II, Har bir a vektoru vo 4 haqigi adadi tiglin elo bir b vektoru var ki,

b =Ad=aA,burada b vektoruna @ vektorunun A haqiqi adadins hasili deyilir.
I, Har bir a vektoru tigiin elo 1 adadi var ki, a-1=a.

I, Vektorun odads vurulmasinda ododlorin toplanmasina géro paylagdirma
qanunu: a(4, +4,)=adl +al,.

1, (@+b)A=dA+bA

11, Assosiativlik qanunu: (a4,)4, =(a4,)4,

IT qrup aksiomlarda vektorlar ilo odadlar arasinda slaqo verilir.

I, Xatti asili olmayan e,¢,,...,e, vektorlari vardir.

IIT, Har bir (n+1)-ci vektor X =x'¢, +...+x"¢, =X x'¢

i=1
Sortlagok ki, eyni bir indeks hom yuxarida, hom do asagida rast golinirso com
1sarosi yazilmuir:
X=x'e
[T qrup aksiomlara n 6lgiilii fozanin 6l¢ii aksiomlari deyilir vo bu aksiomlar
vasitosilo fozanin Olglisii miioyyonlogir. Maksimal sayda xotti asili olmayan
vektorlarin sayia fozanin 6l¢iisii deyilir.

IV, Hor bir G vo b vektoru iigiin elo A ododi var ki, A=(d,b), A-ya d,b
vektorlarinin skalyar hasili deyilir.
v, (a,b)=(b,a) (simmetrikdir)

IV, (@,bA)=(d,b)A=(GA,b)
w, (a+ b ,¢)=(a,c)+ (l; ,¢) (paylasdirma qanunu)



IV, (d,a)=0, yoni vektorlarin skalyar kvadrati manfi deyil. Burada barabar 0 hali

d vektorunun 0 halma uygundur (d,d)=0<a=0.

IV qrup aksiomlar vasitasilo fozanin metrikasi miioyyaonlosdirilir, yoni fozaya
mosafs anlayist daxil edilir. Fozada masafa homise hoqiqi adaddir.
[-1II qrup aksiomlar1 6doeyan fozaya xotti foza vo ya Afin foza deyilir.

MUHAZIRO 2

R, fazasinda m -ol¢iilit miistavilor
R, fozasinda xatti asili olmayan
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matrisinin hor hanst m tortibli minoru sifirdan forqli olmalidir. Bu vektorlar1 her
hans1 bir radius vektoru X, olan bir ndqtaedon quraq. Belo vektor diizoldok:

X=X +td +t'a,+...+t"a, (1)

(1) soklindo diizolmis vektorlarin son ndqtalor ¢oxluguna R fozasinin m
Olciili miistovisi deyilir vo (1) tonliyine m Olgiilii miistovinin vektorial sokildo
tonliyi deyilir. Bu tonlikdoki ¢',...,#"-lor haqiqi parametrlordir vo m 6lgiili
miistovinin néqtosini ifads edirlor. Moasalon; ¢',...,¢" -lorin hamisinin eyni zamanda
sifir olmas1 gostorir ki, m Ol¢iilii miistovi bir noqtadon, yoni M, ndqtosindon
ibaratdir. Bagqa sozlo, m Ol¢llii miistovi noqtoys cirlagir. ¢',...,7"-lorin bagqa
secilmis qiymatlorinde m Olgiilii sistemin miixtalif ndqtalorini alariq. Ona gora do,

t',...,t"-lora m olgiilii miistovi néqtosinin koordinatlar: kimi do baxmagq olar.
Xisusi halda, m = n —1 olarsa, onda:
X=X, +t'da+..+t"'a,, (2)

Belo (2) vektorunun son noqtolori coxluguna R, fozasmnin hipermiistovisi deyilir.
m =2 olduqda:
X=X,+ta +t'a, (3)
ikiolclli miistovinin, m =1 olduqgda:
X=X, +t'a 4)



diiz xattin vektorial sokilds tonliyidir.

Hipermiistovinin tonliyinin koordinatlarla yazilisini tapaq. Bunun tigiin gqobul
edak ki,

1 n\, _ 1 n
xz{x yeees X }, X, —{xo, Xy },
_ 1 2 n
a, —{al,al,... a,
- _ 1 2 n
anfl - {anfl > anfl A anfl }

a, vektorlarinin koordinatlarindan diizelon (n—1) tortibli minor sifirdan forqli
olmalidir (xotti asili olmamazliga goro)

(2) tonliyini koordinatlarla yazaq:
{xl,x2,...,x”}: {xé,xé,...,xg}+ {z‘laf,tlaf,...,tla”}+...+ {t”’lal gt a”

1 n-1%°°" n-1

b =

x'=x,+ta +...+t""a,

______________ (5)

x"=xl+t'a +...+t""a"
t',...,t"" parametrlorini sistemdon yox edok:
ux +u,x’+...+ux"+u, =0 (6)

(5) sistemindan ela (n — 1) dona tonlik gotiirak ki, onun determinanti sifirdan
forqli olsun. Onda bu tonliklor sistemini Kronekker tsuluna goro holl edib
t',...,t" " -lori tapariq vo bu qiymatlori (5) sistemindo yerdo qalan bir tonlikdo
yering yazsaq, (6) tonliyini vo ya:
Sux'+u, =0 (6"
i=1

vo ya ux'+u,=0 soklindo yaza bilorik. (6), (6') tonliyino hipermiistovinin
koordinatlarla tonliyi deyilir. u,-lor a/-lorin fozasi olacaq, u,-lars hipermiistovinin
tangensial koordinatlar1 deyilir. Xiisusi halda, u, =0 olarsa,

iuixi =0 (7)
i=1

baslangicdan kegon hipermiistovi tonliyi olacaq. (5) sistemindo qobul edok ki,
n—1=m. Onda (5) sistemindo m dons tonlik gotiirlib, yuxaridaki qayda ila hall
edib ¢',...,t"-lori tapariq, bunlar1 yerdo qalan (n—m) dono tonliklordo yerino
yazsaq, bu tonliklorin hor birisi (6) soklindo tonlik olacaq, yoni hor birisi
hipermiistovi olacaq. (6) soklindo (n —m) dona tonliklorin birgs baxilisina (n—m)
dono hipermiistovinin kosigmasi kimi baxmaq olar. Demali, m Olgiilii miistoviya
(n—m) dons hipermiistovinin kosismasi kimi baxmaq olar.



MUHAZIRO 3

R fazasmin harakatlori

Fozanin horokoti onun ndqtolori arasindaki elo uygunluga deyilir ki, bu
uygunlugda mosafo invariant qalsin, yoni A —> A",B— B’ uygun olarsa,
p(A,B)=p(A",B") olsun. Ogor A=B olarsa = p(A,A)=p(B,B)=0.
Asanligla yoxlamaq olar ki, fozanin horokoti qarsiliqlt birgiymotli uygunluqgdur.
Bunun {i¢tin oksini farz edak.

Forz edok ki, A — A’ basqa, A — A" ndqtasi do uygundur, belo ki, A’ = A"
Onda horakatin torifine asason p(A,A)=0,p(A",A")#0. Ziddiyyat gostorir ki,

oks forziyya dogru deyil, A <> A’, harokot qarsiligli birqiymatli uygunluqdur.

Yoxlamaq olar ki, horokot noticosindo fozanin  hipermiistovisi
hipermiistovisine kegor. Bunu yoxlamaq ti¢lin hipermiistovinin geyd olunmus iki
noqtodon eyni uzaqligda duran noqtolor coxlugu kimi baxilmasini xatirlayaq. Yoni,
ogor geyd olunmus noqtolor A, B-dirso, hipermiistoviys elo M noqtalor ¢oxlugu
kimi baxilir ki,

p(A,M)=|AM|=|BM|= p(B,M) (1)

Qobul edok ki, horokotdo A <> A',B <> B',M <> M' vo horokatin torifino

610 pMJﬂzHﬁFZ@?szUWL p(B.M)=|BM|=[B'M|= p(B'.M")
oldugundan:

o(A M"Y =[AM'|=[BM| = p(B',M") )

olar, yoni hipermiistovini toyin edon M noqtalor coxlugu horokst naticosindo
basqa bir hipermiistovini toyin edon M’ ndqtolor ¢oxluguna kegor. Basqa sozlo,
horakot naticosindo hipermiistovi hipermiistoviyo kegar.

Molumdur ki, hor bir m 06l¢iilii miistoviys (n —m) dono hipermiistovilorin
kosigmasi kimi baxmaq olar. Horokotdo hipermiistovilor hipermiistovilors kecdiyi
lclin (n—m) dond hipermiistovilorin kasismasi do (n —m) dons hipermiistovilorin
kosismasino kecor, yoni horokot noticosindo m 6l¢iilii miistovi m 6l¢iilii miistoviyo
kecor. Xiisusi halda, m =1 olduqda diiz xott diiz xotto, m =2 olduqda ikidlgiilii
miistovi ikiol¢ililii miistoviyo vo s. kegor.

Horokotdo diiz xott diiz xotto ke¢diyindon horokot ¢evirmasi Afin ¢evirmadir,
yoni:

y'=Yax +b 3)

va ya operator soklinda:
y=Ax+b (3
vo Det(a’)#0. (3) vo ya (3') gevirmoalori horoketin timumi sokildo ¢evirmolaridir.

A operatoru cirlasmayan operatordur. b = 0 olarsa, horokot ¢evirmesi:

y=Ax 4
soklino diisor vo (4) ¢evirmasi hor bir X =0= y =0 sifir vektoru sifir vektora
ceviror. Basqa s0zlo, (4) ¢evirmasi koordinat baglangicini invariant saxlayar. Ona



goro do, (4) ¢evirmasi bir noqtoni (koordinat baglangicini) invariant saxlayan
harokot ¢evirmosidir. Belo horokoto R, fozasinin firlanmasi deyilir. Koordinatlarla

firlanma:
V' =Xax 4
J
soklinds olar. ©gor A=E vahid operatordursa (3") ¢evirmosi:
y=Ex+b=X+b (5)

soklino dugor. Bu ¢evirmoyo R~ fozasmmin paralel kocuriilmos:t deyilir.
Koordinatlarla asagidak: sokilds olar:
y' =x"+b (5")
R, fozasmin horokotino paralel kogliriilmo ilo firlanmanin hasili kimi do
baxmagq olar.
Harokat ¢evirmasinin parametrlorinin sayini tapaq. Molumdur ki, (3) horokot
cevirmasinda (a;) matrisi n’> elementdon, b' iso n elementdon ibaratdir. Demali,
horokot n’> +n=mn(n+1) sayda parametrdon asilidir. Asanliqla horokotin asili

olmayan parametrlorinin sayim1 da tapmaq olar. Bunu tapmaq tigiin horokotin
xtisusi hal1 olan firlanmaya baxaq. y = Ax Horokotdo mosafo saxlanildigina goro

¥ =% I =/ =)+ () =)+ + (1)

1_ 1.1 1.2 1. n
Yy =ax +ax +...+ax

, basqa sozlo,

n_ _n_l n_2 n_n
y =aqx +a2x +...+Clnx

(@) +(@) +...+(a) =1 alay+ala +...+a'a) =0

—————————————— 6 e (D)
142 25\2 2 1 1

(a,)" +(a,)) +...4(a)) =1 a, a,+...+a, a =0

; C Ce n(n—1
(@) matrisinin elementlori tizarina n+ (D) _

n(n; D dono sort qoyulmalidir. Biz

iso asilt olmayan parametrlorin saym tapmaliylq. Bunun {giin  {imumi
parametrlorin saymdan asili olanlarin sayini ¢ixiriq:
n(n+1)— n(n+1) _ n(n2+ 1)

MUHAZIRO 4

¢ indeksli psevdo-Evklid fazasi
R fozasinin aksiomatik qurulusuna uygun olaraq ‘R, fozasi elo noqtalar,

vektorlar ¢oxluguna deyilir ki, o noqtelor, vektorlar ¢coxlugu tiglin R fozasinda
oldugu kimi 7, ../, .1, .,1V,

olsun:

o0V O0donilsin vo / V., aksiomu asagidaki sokildo

(@.3)> 0, (d@,d) <0, (@.d) =0
—(x)Y =) = =D+ (X



yoni kvadratik forma cirlasmayan ¢ indeksli formadir. Qeyd edok ki, ¢ =0 olarsa,
yoni manfi toplananlarin sayi sifra barabor olarsa, ‘R =R .

'R fozasinda diiz xatt, hipermiistovi, imumiyyotlo, m 6l¢iilii miistovi elo
R, -do oldugu kimi torif olunur.

'R, fozasinda vektorun uzunlugu R, -doki kimi
EENE)
soklids toyin olunur. ‘R, fozasinin torifindon (7 V.. )= vektorun skalyar kvadrati
(X,X)>0
(x,x)<0
(X,X)=0
li¢ sorto tabe olmalidir. Axirinca gort X # 0 halinda da dogrudur. Ona gors do, ‘R,

fozasinda 3 nov vektorlar vardir: hoqiqi, xoyali vo “0” uzunluglu vektorlar
mimkiindiir.
'R fozasinda 6z sifirdan forqli olub, uzunlugu sifra borabar olan vektorlara

bu fozanin izotrop vektorlar: deyilir. Molumdur ki, (¥,¥) =x'x’g, .

PR E R Y
gg/_(eiae;)_é‘i;_ 0 l¢] (1)

Yoni:

e

n

(éil’én)zl =

=1 = [|=1

Bagqa sozlo, ‘R, fozasinin bazis vektorlarini toyin edon

€,,€,5...,€,,€,, 5...,€,
vektorlarindan ¢/ donasi xayali uzunluqlu, yerds qalanlari iso haqiqi uzunlugludur.
'R fozasmin bazislorinin 6dadiyi (1) sortino homin fazada psevdo-
ortonormalliq sorti deyilir.
‘R fozasini tayin edon bazis vektorlardan bir xayali uzunluglu va bir haqiqi
uzunluqlu vektorlarla xotti ifads olunan vektorlar izotrop vektorlar olacaq. Mas:
é, +¢é,,, -0 baxaq. Yoxlamagq olar ki, |¢, + ¢, ,|=0.

Dogrudan da, (¢, +¢,,,,é +¢,,)=-1+1=0.

(+12 ™1

Ogor 'R, fozasinda har bir X vektoruna ix vektorunu uygun tutsaq, X —> ix,
onda (x,x)— (ix,ix) =—(X,X) uygun olacaq. Bu uygunlugdan sonra kvadratik
formalara fikir versok, (X,X) kvadratik formasi ‘R fozasinin kvadratik



formasidirsa, — (¥,X) "R, fozasinin kvadratik formasi olacaqdir. Demsali, X — ix
uygun tutmagla ‘R, fozasindan "R fozasina va torsino kegmoak olar.

Bunun naticosindo aliman ‘R, vo "R, fozalarma izomorf fozalar deyacoyik
vo 'R ="'R kimi isars olunur.

Umumiyyatls, ‘R, fazasinin ¢ indeksi lizorino asagidaki sart qoyulur:

1<z
2

MUHAZIRO 5

Psevdo-Evklid faozasinda miistovilor
'R, psevdo-Evklid fozasinda m dl¢iilii miistovi, (n-1) dlgiili hipermiistovi vo
birdl¢iilii diiz xatt, ikidl¢iilii miistovi R -do oldugu kimi toyin olunur. Gostormisik
=1...,
Ol¢iili miistovisini toyin eden é,é,,...,€, vektorlariin miioyyon hissesi hoqiqi
uzunluglu, miioyyan hissasi xayali uzunluqlu ola bilar.
Hamist hoqiqi uzunluqlu olarsa, bazis vektorlar Evklid monasinda R fozasini
toskil edar vo belo m dlgiilii miistoviys Evklid monasinda m 6l¢iilii miistovi deyilir.
Ogor bazis vektorlarin hamisi xoayali uzunluqlu olarsa,
"R =""R =R =R
olacaq. ©gor bazis vektorlardan p <m donasi xayali, yerds qalanlari haqiqi 1so

eg|:i,

ki, ‘R, fozasinda |¢|=1, e,

ez|:1,...,

é|=1. 'R, fozasinin m

m

"R tipli psevdo-Evklid miistovisi alariq.
Demali, ‘R -do 2 tip: Evklid vo psevdo-Evklid tip miistovi var.
Qobul edok ki, m=2, p=1. Yoni 'R, miistovisino baxaq. Aydindir ki, bu
éz| =1. Bu
miistovida X
(X,X)=—(x")* +(x*)*.
Moalumdur ki, (X,X)>0 hoqiqi, (¥,X)<0 xoyali,

miistovide 2 dono bazis vektor var: [¢|=1,

b

(X,X) =0 sifir uzunluglu vektorlar tigiin =

-+ > 0:>‘x"<‘x2‘

(1)
—(xl)2+(x2)2<O:>‘xl‘>‘x2‘ | 1|_| 2|
) i
() () =0= x| =[x (3)

Aydindir ki, 'R,-do hoqiqi, xoyali vo sifir uzunluglu vektorlarin
koordinatlar1 uygun olaraq (1), (2), (3)-ii 6domalidirlor.

(1), (2), (3) riyazi sortlorinin 'R, -i nozors almadan R,-do izahini versok, (1)
sorti II, IV hissalordo yerlogon vektorlarin koordinatlari ii¢iin dogrudur, (2) sorti 1,



Il hissoado yerloson, (3) sorti iso tonbolonlor {izorinds yerloson vektorlarin
koordinatlar1 tigiin dogrudur. Bagqga sozlo, 'R, -in haqiqi, xayali va sifir uzunluglu
vektorlar1 uygun olaraq R,-do ILIV; I, III hissolorde vo tonbdlonlor iizorindoe
yerloson vektorlarla ifads olunacaq]lar.

MUHAZIRO 6

R va 'R fazalarinda hipersferalar
R va 'R fozalarinda hipersferalar morkoz adlanan ndqtodon eyni uzaglhiqda
duran noqtolor coxluguna deyilir. ©gor homin fozalarda morkoz adlanan A

noqtesinin radius vektorunu a ilo vo bu noqtodon eyni uzaqliqgda duran noqtonin
radius vektorunu X ilo isaro etsok, torifo gora:

X¥-d|=r, |¥-d =r,
xX-a,x-a)=r (1)
(1)-9 har iki fozada hipersferanin vektoru tonliyi deyilir. @ =0 olduqda, yoni
hipersferanin morkozi koordinat baslangicinda olduqda,

(X,%)=r’ 2)
Sadolik {iclin sonraki islorimizdo morkozi koordinat
baslangicinda yerloson hipersferadan danisacagiq. Ogor (2)

hipersfera tonliyini X doyison vektoruna gors diferensiallasaq:

(dx,xX)+(x,dx)=0=2(dx,X)=0=dx L X

Basqa sozlo, hipersferada cari noqtonin radiusunun diferensiali hipersferanin
radiusuna perpendikulyardir. Belo dx vektorlar1 hipersferanin baxilan ndqtods
toxunan miistovisini toyin edirlor. ©gor (2)-ni koordinatlarla yazsaq, R, fozasi

halinda:

)+ +.+(x) =17 (3)

‘R, fozasi halinda:
r=a, —(x')Y-(x*)—-..-&)+E")Y+..+x") =a’ 4)
r=q, —(x)Y-(x*) - - +E")Y+..+(x") =-¢" (5)
r=0, —(x) =) —... =) +E")’+...+(Ex")=0 (6)

(3) tonliyi R -do r radiuslu hipersferanin tonliyidir; (4) tonliyi ‘R, -ds haqiqi
radiuslu, (5) tonliyi xayali, (6) iso “0” radiuslu hipersferanin tonliyidir. (4), (5), (6)
tonliklorini R, fozasinda izah etmok {iiin ovval xiisusi hal Gigiin: 'R, fozasi hal
tigtin hipersfera tonliklorini yazib, onun R, -do izahimni verak:

() + () ) =a (7)
= () + () () =—¢ (8)
= () + () +Hx") =0 )

(7), (8), (9)-a R,-do baxilsa, bu tonliklor uygun olaraq ti¢olgiili fozanin

birdlciild, ikidlgiilii hiperboloidlorini vo hoaqiqi konuslarini ifado edocoklor. Ona
gora da, (4), (5), (6) tonliklorina R fozasinda baxilarsa, bu tonliklor R fozasinin



hiperboloidlorini vo hagqiqi konusunu ifado edocoklor. Demsli, ‘R~ fozasinin
hoqiqi, xoyali, sifir radiuslu hipersferalart uygun olaraq R, fozasimin
hiperboloidlori vo hiperkonuslar1 1ilo ifado

olunacaqlar. /Riman noqtosi
Riman diiz xatti
MUHAZIRO 7

S, Riman miistovisi [

S, Riman miistovisini almaq lg¢iin R,
fozasinda sferaya baxmaliylq vo bu sferanin
qarsiligh diametran noqtolorini eynilogdirmok
lazimdir. Belo bir eynilosmods sferanin bir
yarim hissosi digor hissosino inikas olunur.
Demoli, baxilan modeldo Riman miistovisi sferanin bir yarim hissosini ifado edir.
Riman noqtolori homin yarimhissonin noqtoelorini ifado edir. Riman diiz xotlori
homin yarimhissadoki boytik yarimgevralorls ifads olunur.

Riman miistavisi ilo Evklid miistavisinin forglarini sayaq:

1. Evklid miistovisi ikiiizlii sothdir, Riman miistovisi i1so biriizlii sothdir.
Dogrudan da, qarsiligli diametral noqtalor eynilosdirildiyindon, eyni noqto
hesab olundugundan Riman miistovisindo bir iizdon o birino kosilmoz
ke¢cmok miimkiindiir, Evklidds iso miimkiin deyil.

2. Evklid miistovisi sonlu sahoys malik deyil, Riman miistovisi iso sonlu
sahoyo malikdir vo sahosi 277-° -na barabordir.

3. Evklid miistovisinds diiz xatt qapali deyil, yoni diiz xatti hor iki torofs sonsuz
olaraq uzatmaq miimkiindiir, Riman miistovisinds iso diiz xatt qapalidir.

4. Evklid miistovisindo diiz xott sonlu uzunluga malik deyil, Riman
miistovisinda 159 diiz xatt sonlu uzunluga malikdir vo onun uzunlugu =z -9
borabordir.

5. Evklid miistovisinds istonilon iki diiz xatt ortaq perpendikulyara malik deyil.
Riman miistavisinds isa har bir iki diiz xatt ortaq perpendikulyara malikdir.

6. Evklid miistovisinds ixtiyari iki diiz xatt ortaq ndqtoys malik deyil. Riman
miistovisinda is9 ixtiyari iki diiz xatt bir dons ortaq ndqtoye malikdir.

Bu xassaodon = Riman miistovisindo paralellik aksiomu 6donilmir = Riman

mistovisinds licbucagin daxili bucaglarinin comi # 2d . Digor torofdon Riman

mistovisindo ixtiyari iki diiz xott ortaq perpendikulyara malik oldugundan,

Riman miistovisinda elo tighucaq var ki, onun iki daxili bucagi diiz bucaqdir.

Ona gora do, handasi olaraq belo noticays golmoak olar ki, Riman miistovisindo

iicbucagin daxili bucaglari comi 2d -don boyiikdiir.

Riman miistovisi

MUHAZIRO 8

'S, Lobagevski miistovisi



'S, Lobagevski miistovisini almaq Gigiin 'R, fozasiin sferasii gotiirmoliyik.
Moalumdur ki, 'R, -da 3 ndv sferalar vardir: haqiqi, xoyali vo “0” radiuslu sferalar.

Homin sferalar uygun olaraq, Evklid fozasinda biroyuqlu, ikioyuqlu
hiperboloidlarls vo konusla ifads olunurlar.

Molumdur ki, geyri-Evklid fozasinin oyriliyi Lz ifadoasilo toyin olunur,
r

burada r-sferanin radiusudur. Oyrilikli gqeyri-Evklid fozalarindan séhbot apardigda
r #0 gobul etmok lazimdir. Bu monada 2 név Lobagevski miistovisi miimkiindiir:
“+” oyrilikli (radius hoaqiqi olduqda), “— oyrilikli (radius xoyali olduqda)
Lobagevski mistovisi vardir. Biz sohbotimizi “-” oyrilikli
Lobagevski miistovisi halinda aparacagiq. Demali, oyrilikli
Lobagevski  miistovisini qurmaq lgiin R, -doki  ikioyuqlu

[T 2]

hiperboloidin qarsiliqli diametral noqtslorini eynilogsdirmok lazimdir.
Belo 151 gordiikdo, aydindir ki, ikioyuqlu hiperboloidin bir hissosi
digor hissosina inikas olunur. Yoni “~” oyrilikli Lobagevski miistavisi ikioyuqlu
hiperboloidin bir hissasini ifads edir. Hiperboloidin har bir ndqtesi do Lobacgevski
noqtosi olacaq. Diametral miistovinin ikioyuqlu hiperboloidin bir hissasilo
kosismasindon alinan xatt Lobagevski diiz xattini ifado edocok.

Molumdur ki, Lobagevski miistovisindo iki diiz xottin 3 nov
qarsiliglt voziyyoti miimkiindiir: diiz xatlor kasisirlor, paraleldirlor
vo aralanandirlar (dagilandirlar).

Lobagevski miistovisindaki diiz xatlorin qarsiliqli veziyyaetini
bu modeldo izah edok. Bunun {i¢lin Lobagevski miistovisindo
ikioyuqlu hiperboloidin bir hissasini  gotiirok. Miioyyon A
noqtesindo kosison iki @ vo a' Lobagevski diiz xatlorini gotiirok.
a va a' diiz xatlorina uygun olan diametral miistovilori quraq.
Qurdugumuz diametral mistovilorin kosismo xotti olan OA xotti
sferant A noqtosinds kosir. Buna osason biz bu modelds kasison
diiz xatlori asagidaki kimi izah edo bilorik:

Ogor diiz xatlora uygun olan diametral miistavilorin kosismo
xotti sferan1 hor hansi bir ndqteds kosirss, belo 2 Lobagevski diiz
xottine bu modelds kasisan (goriisan) diiz xatlor deyilir. Ogor diiz

xotloro uygun olan diametral miistovilorin kosismo xotti sferani
he¢ bir noqtads kasmoazsa, bela diiz xatlors bu modelds aralanan
(dagilan) diiz xatlor deyilir. Ogor diiz xotloro uygun olan
diametral miistovilorin kosigsma xatti sferanin asimptotu boyunca
yonalorsa, belo 2 diiz xotto bu modeldo paralel diiz xatlor
deyacoyik.

Lobagevski hondasasinin miioyyan fikirlorini do bu modelds izah etmok olar.
Mas: Lobacgevski miistovisinds iki noqtadon yalniz va yalniz bir diiz xatt kegor.

Lobagevski miistovisindo 3 nov sabit oyrilikli oyrilor vardir. Bu oyrilor
uygun olaraq, ¢evro,orisikl vo ekvidistantadir.

Lobacgevski miistovisinds iki diiz xattin 3 nov qarsiliqh voziyyeti oldugundan
Lobagevsi miistovisindos 3 ndv diiz xatlor dostosi miimkiindiir.




1) noqtads kasison diiz xatlor dastasi (elliptik dasto)
2) aralanan diiz xotlor dostasi (hiperbolik dosto)
Isbat olunur ki, aralanan diiz xatlorin ortaq perpendikulyar1 var.
3) Miioyyan istigamatdo paralel diiz xatlor dostasi (parabolik dasto)
Bu dostolorin  ortoqonal trayektoriyalarina uygun olaraq, Lobagevski
miistovisinda ¢evra, ekvidistanta vo orisikl deyirlor.
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S , 'S fozalarimn harokatlori

Har bir fozanin horokoti onun noqtalori arasindaki elo garsiliglt birgiymatli
uygunluga deyilir ki, uygun noqtslor arasindaki mosafs invariant qalsin vo yaxud
S, 'S fozalarmm horokatlori onun ndqtalori arasindaki elo garsiligli birqiymotli
uygunluga deyilir ki, bu uygunluqda S , 'S, fozalarmin moxsus oblasti moxsus
oblasta, ideal oblast1 ideal oblasta kegsin.

Ogor qeyri-Evklid fozalarinin horakatlorini toyin edon uygunluqda moxsus
oblast ideal oblasta vo torsino kecorso belo uygunluga qeyri-Evklid fozalarinin
antiharakati deyilir.

Bu iki torif halini birlogdirok: Qeyri-Evklid fozalarinin absolyutunu invariant
saxlayan uygunluga homin fozalarin harokoatlori deyilir. Qeyri-Evklid fazalarinin
R ..,'R . fozalarinda gotirilmiis bagh diiz xotlorilo modelindon uygunluq
qarsiliglt birqiymaotli olmasi liciin = geyri-Evklid fozalarin1 yeni nov noqgtslorlo
tamamlamaq lazimdir. Bu ndév noqtolor ideal noqgtolor olacaq. Qeyri-Evklid
fozalariin 1deal noqtolorlo tamamlanmasina genislonmis geyri-Evklid fozalar
deyocoyik. Malumdur ki, geyri-Evklid fozalarinin baxdigimiz modelds harokatlori
R, 'R, fozalarinda gotiirilmils hipersferalarin firlanmalar ilo miisyyon olunur.

Ona goro do (n+1) olguli Evklid, psevdoevklid fozalarinda no qodor firlanma
verilarsa bir o gqadar do geyri-Evklid fozalarinin horokatlori miimkiindiir.

n+l?

S qeyri-Evklid fazasinin harakatlor tasnifati:
Molumdur ki, S, fozasinin horokoti R, fozasinda hipersferanin firlanmasi

ilo miioyyon olunur. Hor bir firlanmanin matrisinin normal Jordan formasi var va
bu forma asagidaki kimidir.

C (1)

Ay

Burada



)]
CoS—

A = r
! . i
sin—

Py

. i
—Sinn—
" i=0,k
l
COS—
,

soklinda soboko matrisidir. Demali, no qador normal Jordan (1) formasi varsa, bir o
qodor S, fozasini horokoti vardir.

Xiisusi hallara baxaq. ©gor Jordan forma
[1 J soklinds olarsa, bu eyni ¢evirmadir, agor
1

-1
' olarsa, olglilic  miistoviya

(n=1)

1
nozoron oksetmadir.
'S fazasimin harakatlar tasnifati:

Askardir ki, 'S, fozasinin horokotlori

‘R

‘R . fozasiin hor bir firlanmasinin asagidaki

n+l

fozasinin firlanmalar1 ilo miioyyanlasir.

n+l

kimi normal Jordan formasi var.

-1
N (2)
Ay
By
B,
Burada
coOsS— —sin—
A, = r ' Li=0k
. I wi
sin— cos—
r r
chﬂ - shﬂ
Bj = (g a)q 7j = O,E
sh—] ch Y9
q q

saboko matrisloridir, @i,y -lar sferik masafalordir. No qadar (1) soklinde normal

Jordan forma varsa, bir o godar do ‘S, fozasinin horokatlori miimkiindiir.
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n-ol¢iilii proyektiv foza
P. proyektiv fozasini qurmaq ugiin An+1 afin fozasinda hor hansi bir An
hipermiistovisi vo bunun xaricindo gotiiriilmiis S noqtosi gotiirok. S noqtosindon



¢ixan biitiin miimkiin olan bagl diiz xatlorine baxaq. S bagli morkozindon kegon
diiz xotlorin A, hipermiistavisi ilo kosisma noqtalorini uygun olaraq A, B, C, D, ...
ilo isaro edok vo homin A, B, C, D, ... ndqtalorine a, b,c, d, ... diiz xatlorino uygun
noqtalor deyak.

Askardir ki, S noqtosindon ¢ixan vo hipermiistovini kosmoyon basga diiz
xotlor do vardir vo belo S-don ¢ixan As-1 kosmoyon diiz xotlor 6z ndvbasinds bir A,
hipermiistovisi yaradir ki, bu hipermiistovi S-don ke¢ib verilmis hipermiistoviya
paraleldir. Askardir ki, S noqtesindon ¢ixan bagh diiz xotlor ilo A,
hipermiistovisinin noqtolori arasindaki uygunluq garsilight birgiymotli uygunluq
olmayacaq. Bu uygunlugu qarsiligh birqiymaotli etmok {i¢iin S-don ¢ixan vo Ay-i
kosmoyon bagl diiz xattino A, hipermiistovisi {izorindo sonsuz uzaqlasmis noqto
uygun tutaq. Askardir ki, bu qayda ilo tutulmus sonsuz uzaqlasmis noqtolor
coxlugu A, hipermiistovisi ilo S-don kecon vo As-o paralel olan hipermiistovinin
kasigmosi tizarinds yerlogsocok. Belo bir qarsiligh birqiymatli uygunlugda olan A,
hipermiistovisino n-0l¢iilii P, proyektiv fozasi deyoacoyik.

Belo gayda ilo qurulmus P, fozasi ndqtosinin proyektiv koordinatlarini toyin
edok. Bunun {igiin An+i-do S noqtesindon ¢ixan har bir diiz xott boyunca bir X
radius-vektorunu yonaldok.

Aydmdir ki, X = {xo,xl,...,x”} (n+1) dono afin koordinata malikdir, ¢iinki
An+1-do baxirig. Bilirik ki, X vektorunun koordinatlart hom do onun son ndqtesinin
koordinatlaridir. Son ndqtasini M 1ils isars etsok, M (xo,...,x”) olacaq. A, tlizorinda
yerlosmoklo k-X vektoruna baxaq. k-X= {kzxo,kxl,...,kzx”},k #0. X Vo
k x kollinear oldugundan=>bir diiz xatt {izorinds yonolir= M (kxo N o' )

Demoli, Pp-in hor hanst M noqtosinin koordinatlar1 (n+1) dona x’,...,x

odadlari ilo yox, bir sinif (n+1) sayda kx’,...,kx" ododlori ilo ifads olunur. Ona
gora do noqtonin proyektiv koordinatlar1 dedikde (n+1) dono odod yox,
M (xo,xl ...,x”) basa diisocoyik. Hamisi sifir olmayan belo adadlorin nisbating Py-

do noqtenin proyektiv koordinatlar1 deyacoyik. Bu modeldoki proyektiv koordinat
sistemini 1zah edok (An+1-do €,...,€, bazisi var). Qabul edok ki,

X¥=¢é,=1{0,0,...,0}

¢, =1{0,1,0,...,0}

é,=1{0,0,0,...,1}
koordinatlar ilo toyin olunur. Onda ¢, vektoruna uygun olan Py-doki noqtoni Eo,
e, >E,....e, > E 1ilo isaro edok. Eo, Ei, ..., En noqtolorini Py-in bazis noqtolori
adlandiracagiq. Ogor ¥=&,+¢ +...+¢&, olarsa, ¥={Ll,....I}<>E. Demoli,
E,(1,0,...,0), E,(0.1,...,0)....,E (0,0,...,1). E(1,1,...,1) ndqtosino Ps-in vahid noqtosi

deyilir.

Ogor (n+2) dons Eo, E4, ..., Ey, E noqtasi verilibso, onda deyacayik ki, Py-do

proyektiv koordinat sistemi verilmisdir. Tutaq ki, n=1. Eo, E1, E. oE I
Bu proyektiv diiz xotdo koordinat sistemi olur. E



Ogor n=2 olarsa, Eo, Ei1, E2, E. Ikiol¢iilii proyektiv miistovi olur.

EoEE; tigbucagi koordinat icbucagi adlanir. 2
n=3 olarsa, koordinat miistovisi tetraedr olacaq va s. Eo
P, proyektiv fozasinda asagdaki teorem dogrudur:

Teorem: Ogor iki dono m vo /0lcilii miistoviler Eo E,

verilmisdirsa, bu miistovilarin kasigsmasini toskil edon
miistovinin 6l¢iisti d, bu miistovilorin dogurdugu miistovinin 6l¢iisii s iso bu Ol¢tilor
arasinda asagidaki kimi baraborlik dogrudur:

m+/ =s+d
Qeyd edok ki, d-kosismoni ifado edon miistovinin maksimal Olgiisiidiir, s-iso
miistovilorin yaratdigi miistovinin minimal dl¢tistidiir.
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P -dd kollineasiya ¢evirmasi

Proyektiv fozanin (n+1) olcili afin fozada modelino osason proyektiv
fozanin kollineasiya ¢evirmosi (n+1) dl¢iilii afin fozanin morkozi afin ¢evirmasine
deyilir.

Molumdur ki, morkazi afin ¢evirmo asagidaki kimi yazilir.

x =alx’ +a’x ... +a’x")
L 1.0 1.1 1 .n
X =ax +ax +...+ax , det(a );tO,i,jz(),_n 0

i

x'alx . +alx"

Qisa olaraq, kollineasiya ¢evirmasini bels sokilds do yaza bilarik:
X =Yax (1)

X" =a

va ya vektoru formada:
X =A(X) (1"
Asanligla goriiniir ki, kollineasiya c¢evirmosi noqtovi ve cirlagsmayan
cevirmadir. Yoxlamaq olar ki, kollineasiya ¢evirmasi zamani Py-do bir diix xott
tizorinds yerloson 4 ndqtonin ikiqgat nisbati invariant qalir.
Qobul edok ki, kollineasiya ¢evirmasi zamant:
X—>X
y—=>y
Z>zZ
[ —>7
kecir. Kollineasiya ¢evirmasi ndqtovi ¢cevirmo olmagqla diiz xatti diiz xotto gevirar,
yoni bir diiz xott iizorindo yerloson 4 noqtoni bir diiz xott lizorinds yerloson 4
ndqtaya kegiror. Isbat edok ki,
W(X,9,2,6)=W(X,'y,Z,7)



Molumdur ki, Z=X+kp,f =X +/0y vo W(X,y,Z,f)=lk™". Z=A(Z) oldugundan
= AKX +kP)=A(X)+kA(Y)=X+ky olar. Eyni qayda ilo, ¥ =A(f)=%+/("y
olar.

Ikiqgat nisbot W ('%,9,'Z,7)= (- k' olacaq.

Yoxlamagq olar ki, (1) soklindo verilmis kollineasiyalar coxlugu qrup toskil
edirlor.

Kollineasiya ¢evirmosi cirlasmayan oldugundan onun torsi vardir. Ogor iki
kollineasiyanin hasilini gotiirsok, hasilin determinanti determinantlar hasilino
barabardir. Yoni gqabul etsak ki, kollineasiyanin birt A — (a ), B — (bjj) operatorlari
ilo verilorsa, bu iki kollineasiyanin hasilini ifado edon C operatoru C=AB — (a'b,)

matrisini ifado edor vo
Det(C) = Det(A)- Det(B); Det(A)+#0,Det(B)+0,Det(C)+0.
Yoni iki kollineasiyanin hasili do kollineasiyadir.
Vahid kollineasiya vardir. Bu kollineasiya

(a_f):(&i):{l’ =
’ / 0, i#j
miinasibati il toyin olunur.

\XO — XO

xl — xl

vahid kollineasiya ¢evirmasi

Bunlara osaslanaraq gostora bilorik ki, (1) kollineasiyalar ¢oxlugu vurma omalino
gora qrup toskil edirlor.
Ogor (1) ¢cevirmosilo barabor
Ax’ =Aa)x’ +...+ Aa x"
——————————————— (2)
Ax"=Aaix" +...+ Aa'x"
cevirmasing do baxsaq, bunlar eyni bir kollineasiya ¢evirmoasini ifads edorlor.

Ogor (2) cevirmasinin matrisinin determinantini hesablasaq:
Det(Aa’) = A""Det(a’) (3)

n-in tok vo ya ciit olmasindan asili olarag, A" ya miisbat, ya da monfi odod ola
bilor. Qabul edak ki,
1. n tokdir = n+1 ciitdiir. Onda homiso A""' > 0. Bu halda A""'-i elo secok ki,
Det(Aa)) =1 olsun, yoni:

n+l __ 1
‘Det(a; )‘
2. nciit, n+1 tokdir. "' >0, A" <0 ola bilor. Onda

4



n+l __ 1
Det(a’)
soklinds se¢sok, onda Dez‘(/ia;) yalniz =1 ola bilor.

()

Buradan almir ki, Ps-do kollineasiyalar qrupu determinanti +1 olan alt
qrupuna goro faktor qrupu ilo izomorfdur vo yaxud deyirlor ki, n tok olduqda
kollineasiyalar qrupu iki rabitali; n ciit oldugda kollineasiyalar qrupu bir rabitslidir.
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P -dd korrelyasiya ¢evirmasi

Py-do kollineasiya ¢evirmoasindon basqa asagidaki kimi torif olunan
korrelyasiya ¢evirmasi do vardir.
x' proyektiv koordinath ndqtoni u, tangensial koordinatli hipermiistoviyo

kegirok.
u,=%a,x’ (1)

cevirmasing korrelyasiya ¢evirmasi deyilir.

Demali, korrelyasiya ¢evirmasi ndqtoni hipermiistoviys kegiron ¢evirmadir.
Gostormak olar ki, korrelyasiya ¢evirmasi zamani diiz xatt (n-2) 6l¢iilii miistoviya
kecir.

Dogrudan da, X,y noqtolorindon kegon diiz xottin ixtiyari ndqtesi bu
noqtolorin xotti kombinasiyasidir vo korrelyasiya hor bir ndqtoni hipermiistoviya
kecirdiyr tglin X +ky mistovisini qobul edok ki, @, tangensial koordinatl

hipermiistoviys kegirir. Bu hipermiistovinin tonliyi Za)izi =0 olsun, burada
' =x'+k' =
Yox +k-Yoy =0 (2)

(2) tonliyi ilo barabar agsagidaki tonliklor sistemins baxaq:

dYwox' =0
Yoy =0

(3) tonliklar sisteminin har bir halli hom ds (2) tonliyinin hallidir. (3) sistemindaki
hor bir tonlik hipermiistovini ifads etdiyindon vo hipermiistovilorin hor birinin
Olciisti n-1 oldugundan, bu hipermiistovilorin tonliklorinin (3) sistemindoki birgo
baxilis1 onlarin kosismosini ifado edon (n-2) oOl¢iilii mistovini verar. Demali,
gostordik ki, diiz xottin noqtolori (n-2) Olgiili miistovi boyunca kosison
hipermiistoviloro kegir. Basqa sozlo, korrelyasiya ¢evirmasi zamani diiz xott (n-2)
Ol¢iili mistoviya kegor.

Indi ixtiyari m 6l¢iilii miistovinin korrelyasiya g¢evirmosi zamani obrazini
axtaraq. Sifir 6l¢iili noqte korrelyasiya zamani (n-1) 6l¢iili hipermiistoviyo kegir.
Bu halda obrazla proobrazlarin dl¢iilori comi 0+n-1=n-1 olur. Diiz xott (n-2) Ol¢ilii
miistoviys kegir. Bu halda da, obrazla proobrazin dlgiilori comi 1+n-2=n-1 olur.

3)



Qabul edak ki, m Olgiilii miistovi korrelyasiya ¢evirmasi zamani x Olgiilil
miistoviyo kecir. ©vvalki hallara osason obrazla proobrazin comi m+x=n-1
olmalhdir = x=n-m—1.

Yoni, korrelyasiya cevirmasi zamanit m Ol¢iilii miistovi (n-m-1) olcili
miistoviya kecir. Asanligla yoxlamaq olar ki, korrelyasiya ¢evirmolor ¢oxlugu qrup
toskil etmir, yoni 2 ardicil aparilmis korrelyasiyanin hasili korrelyasiya vermoz.

Umumiyyoatlo, gdstormok olar ki, hor bir korrelyasiyaya sado bir
korrelyasiyanin kollineasiyaya hasili kimi baxmagq olar.
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P -dd involyusyon kollineasiya
P fozasmin proyektiv ¢evirmosi dedikdo, homin fozanin kollineasiyalar vo

korrelyasiyalar ¢oxlugu nozordo tutulur. Hor bir fozanin involyusyon ¢evirmasi o
cevirmonin kvadratinin eyni ¢evirmo vermosilo miioyyonlosir. Involyusyon
kollineasiya da analoji olaraq toyin olunur, yoni kollineasiya ¢evirmosinin kvadrati
eyni cevirmo verarsd, belo kollineasiya g¢evirmasina involyusyon kollineasiya
cevirmoasi deyilir.

Moalumdur ki, P, fozasinda eyni g¢evirmonin matrisinin normal Jordan

1 -1
~ Vo DR Ee)
1 -1

formalari

soklindo olar.

20 = 0 20 = 0
AR (D) L)
¥ = X" X" = —x"

(1) vo (2) matrislari P, -do eyni ¢evirmoni toyin edirlor.
Ogor kollineasiya ¢evirmasinin matrisinin normal Jordan formasini yazsagq:

A
3)
ﬂ'ﬂ

soklindo olar. Kollineasiyanin kvadratina uy8un olan matrisin normal Jordan
formasi iso asagidaki sokildo olacaq:

A
: 4
s
Involyusyonlugu gors (4) ya (1) ils, ya da (2) ilo iist-iisto diigmalidir:
@ =)= =+1 A== 1 =-1
voya
A, =+l A, =*i

1

Beloaliklo, (3) matrisinin involyusyon kollineasiyanin ¢evirmasi olmasi {i¢iin (3)
asagidaki sokildo olmalidir:



N (5) vaya b (6)

Ogor (5) matrisindo *1-lorin say1 borabordirso, belo involyusyon kollineasiyaya
hiperbolik involyusyon kollineasiya deyocoyik. Z1-lorin saytr (5) matrisinin
tortibinin cilit olmas1 halina uygundur. Bu iso 6z novbesinds tok 6lgiilii proyektiv
fozada miimkiindiir. Demali, hiperbolik involyusyon kollineasiya tok olgiilii
proyektiv fozada miimkiindiir.

Ogor (5) matrisi

o (7)
-1
soklinds is9 bels involyusyon kollineasiyaya homologiya deyilir.
Umumiyyatla, involyusyon kollineasiyanin matrisi (5) soklindo oldugda bir
dono m Olgiili vo (n-m-1) Ol¢iilii miistovilor invariant qalirlar. Hiperbolik
involyusyon kollineasiya zamani (5) matrisi belo sokildadir:

n+l

(8)

n+l_1_n—1
2

Hiperbolik involyusyon kollineasiya zamani 2 dono miistovilor

invariant qalir.
Ogor hiperbolik kollineasiyanin matrisi (6) soklinds olarsa, (6)-daki +i-lorin
say1 barabor olmalidir. Bu halda

i




olmalidir vo 2 dono nT_l Olciilii gosma xoyali miistovilor invariant qalirlar. Belo (6)

matrisli involyusyon kollineasiya elliptik involyusyon Kkollineasiya adlanir.
Asanligla yoxlamaq olar ki, elliptik involyusyon kollineasiya yalmiz tok olgiilii
proyektiv fozada miimkiindiir. Parabolik involyusyon kollineasiya elliptik vo ya
hiperbolik involyusyon kollineasiyanin limit vaziyyati kimi toyin olunur.
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P -dd simmetriya obrazlarn

Hoar bir fozanin simmetriya obrazlar1 o fozanin, kvadrat1 eyni ¢evirma veron
cevirmasilo miioyyan olunur. Proyektiv fozada da proyektiv ¢evirmonin kvadrati
eyni ¢evirmo Verarsad, o ¢evirmoya involyusyon cevirmo deyilir vo involyusyon
cevirmo zamani invariant qalan obyektlors fozanin simmetriya obrazlar1 deyilir.

Proyektiv fozanin ¢evirmolori dedikdo kollineasiya, korrelyasiyalar nozordo
tutulur. Demoli, proyektiv fozada involyusyon kollineasiya vo ya korrelyasiya
zamani invariant qalan obyektlor homin fozanin simmetriya obrazlar1 olacaqdir.

Proyektiv fozanin simmetriya obrazlarimi axtarmaq tgclin involyusyon
kollineasiya va korrelyasiya ¢evirmalorinin matrislorinin normal Jordan formalarini
xatirlayaq. Malumdur ki, involyusyon kollineasiyanin matrisi

n+l n+l

m+1 T %
1 1 i
1 1 i
RO R (63 (3)
- - —1
-1 -1 —1i
n—-m n+l n+l

2 2
sokillorindoa olur. Matrisi (2) va (3) soklindo olan involyusyon kollineasiyalara
uygun olaraq hiperbolik vo elliptik involyusiyalar deyilir. Bazisi segmok hesabina
(2) va (3) matrislorini uygun olaraq asagidaki sokillora gatirmak olar.
0 1 0 1

10 -10

0 (2" -1 0 (3"
0 1 0 1
10 -10

Dogrudan da, (2") vo (3’) matrislorindo olan soboko matrislorinin xarakteristik
tonliyini yazsaq, xarakteristik koklor uygun olaraq:



0-1 1
‘ 1 0-2
0-1 1
‘ -1 0-2
olar. Basqa s6zla desak, (2'), (3') matrislorinin normal Jordan formalar els (2), (3)
soklinds olur.
(2")-9 uygun olan ¢evirma:

‘:o = 1P-1=0 =>A1=+I

‘:o = P+1=0 = A=4i

Y =x o
N 20+] 2i ( )

%’ =x' x'=0-x"+1-x'
voya ~ rVvoya , . ¢ olur.
X =X x =1-x"+0-x

(3")-2 uygun gevirmo:
2i 2+l

‘x =X 14}
\x2i+1 — _x2i (3 )
Demoali, hiperbolik vo elliptik involyusiyalarin ¢evirmalori (2'") vo (3") soklindo
olar.

Xiisusi hallara baxaq. Qabul edok ki, fozanin 6lgiisii 1-dir, yoni Pi. Pi-do
korrelyasiya ¢evirmalorindon sohbot aparmaga doymoz.

Ogoar involyusyon kollineasiyanin matrisini yazsaq, bu matris bels sokillordos
olacaq:

o)) (L) s ) o) o) e

1), 3), 5) vo 6) matrislori Pi-in eyni ¢evirmalorini ifads edon matrislordir. Eyni
cevirmo zamani foza tam invariant qaldigr ligiin fozanin simmetriya obrazlarinin
say1 geyri-miioyyon olur. Belo geyri-miioyyonliyi aradan qaldirmaq li¢iin fozanin
simmetriya obrazlarini axtardiqda o fozanin eyni ¢cevirmolorino baxmayacagiq. Ona
gora do, P1-in simmetriya obrazlarini axtarmagq ii¢iin involyusyon matrisin 2) vo 4)
sokillorini gotiirmoak lazimdir. 2) matrisi naticasindoa yoxlamaq olar ki, 1 ciit haqiqi
noqte; 4) matrisi naticasinds 1 ciit xoyali ndqte invariant galir.

Natica: Pi-in simmetriya obrazlari 2 hoqiqi, 2 xoyali qosma ndqtolordon
ibaratdir.

P> halina baxaq. P>-do involyusyon kollineasiya ¢evirmaosinin matrisi belo
olar (eyni ¢evirmalori nozors almasaq):

N

Demoli, bir e, ei-don kegon diiz xott vo €3 noqtesi invariant qalacaq. P>-do
involyusyon korrelyasiya da miimkiindiir. P>-ds polyaritetin tonliyi:

(x())Z + (x1)2 _(x2)2 — O
Bu polyaritetin ¢evirmasini belo do yaza bilorik:



u,x’ +ux' +u,x’ =0 polyaranin tonliyidir. Belo polyaritet zamani polyus 6z
polyarasi lizorinds yerlosir. Polyus polyaraya avtopolyar ciitlor deyilir. Demali, P»-
nin simmetriya obrazlar1 epe1 diiz xotti, €3 ndqtoesi vo bu ndqtodon kecon eoei-i
koson diiz xotlor coxlugu vo avtopolyar ciitlordir.

Demoli, imumiyyatla, P, fozasinin simmetriya obrazlari noqgtslar, diiz xatlor,
avtopolyar ciitlor, simplekslor, diiz xotlor konqruensiyalarindan ibaratdirlor.
Umumiyyatlo, P, fozasinda simmetriya obrazlar1 m ol¢iilii vo (n-m-1) 6l¢iilii

miistovilor vo bu miistovilorin noqtalorini birlosdiron diiz xatlor konqruensiyasi;

nT_l Olciilii 2 dono hoqiqi miistovilor vo bu miistovilorin ndqtolorini birlosdiron

hiperbolik diiz xatlor konqruensiyasi; 2 dona nT_l ol¢iilii xoyali qosma miistavilar,

bu miistovilori birlegdiron elliptik diiz xotlor konqruensiyas: vo bu miistovilorin
birini digerine yaxinlasdirdiqda limit voziyyeti kimi alinan parabolik diiz xatlor
konqruensiyalaridir. Parabolik diiz xatlor konqruensiyasini hiperbolik diiz xatlor
konqgruensiyasindan, eyni gayda ilo elliptik diiz xotlor konqruensiyasindan limito
ke¢mokla almaq olar.

MUHAZIRO 15

Qeyri-Evklid fazalarinin proyektiv modellari
u,=xax (a,=a,)
J
polyariteti verilmis P proyektiv fozasina S ,'S qeyri-Evklid fozalar1 deyacoyik.
Molumdur ki, polyaritetin verilmaosila

Zi:;aijx"x’ =0 (1)

soklinda cirlasmayan II tortib soth (kvadrika) verilir vo bazislori segmok hesabina
bu kvadrikanin tonliyini agagidaki sokillorden birine gatirmok olur:

X (x')' =0 )
Ye(x')' =0 3)
g, ==*l1; -1-lorin say1 ¢ donadir. (2) tonliyilo toyin olunan kvadrika xoyali, (3) ilo

toyin olunan kvadrika hoqiqidir.
Demoli, S ,'S qeyri-Evklid fazalar (2), (3) soklinds verilmis kvadrikali P,

proyektiv fozasma deyilir. ©Ogor P, fozasinda (2) kvadrikasi verilmisdirsa, belo P,
fozasina S, qeyri-Evklid fozasi; ogor P fozasinda (3) kvadrikasi verilmisdirso,
belo P fozasina ‘S qeyri-Evklid fozas1 deyacayik. (2), (3) kvadrikalarina uygun
olaraq S,,'S, geyri-Evklid fozalariin absolyutlari deyilir.



S fozas1 halinda ogor Z(x")2 >0 0Odonilorse, bu sorti 6doyan noqtslor

coxluguna S, fozasinin moxsus noqtalor coxlugu vo ya moxsus oblasti deyilir.
Molumdur ki, §, fozasinda yalniz moxsus noqtolor var.

'S fozasi halinda Y ¢,(x")* >0, iz >0 olarsa, belo noqtalor goxluguna ‘S, -
; r
in moaxsus oblast1 deyilir.

Ogar Y& (x')’ <O,L2>O olarsa, belo nogtolor ¢oxluguna ‘S -in ideal
; r

oblasti deyilir. Ogor Y e (x')’ <0, Lz <0 va Ye&(x') >0, Lz <0 sortlorini
; 7 ; 7

0dayirss, uygun olaraq, ‘S fazasiin moxsus va ideal oblastlari sartlorini alariq.



