
MÜHAZİRӘ 1 
 

n -ölçülü Evklid fәzası 
 n -ölçülü Evklid fәzasını simvolik olaraq nR  şәklindә işarә edәcәyik. n -
ölçülü Evklid fәzası nöqtәlәr vә vektorlar adlanan elә iki növ kәmiyyәtlәr 
çoxluğuna deyilir ki, bu kәmiyyәtlәr arasında aşağıdakı 4 qrup aksiomlar ödәnilsin. 

01
I    Heç olmasa bir nöqtә vardır (başqa sözlә, fәza boş deyildir). 

02
I  Müәyyәn tәrtibdә verilmiş BA,  nöqtәlәrinә uyğun AB  vektoru vardır (  

nöqtәsi vektorun başlanğıcı, B  isә sonu adlanır). 

03
I  Hәr bir   nöqtәsi vә a


 vektoru üçün elә bir B  nöqtәsi var ki, a


 ( a


 vә 

AB  eyni vektorlar hesab olunur). 

04
I  Paraleloqram aksiomu: Әgәr CDAB   isә onda BDAC   
 I qrup aksiomlarda nöqtәlәrlә vektorlar arasında әlaqә verilir. 
 

01
II  Hәr bir a


 vektoru vә   hәqiqi әdәdi üçün elә bir b


 vektoru var ki, 

 aab


 , burada b


 vektoruna a


 vektorunun   hәqiqi әdәdinә hasili deyilir. 
02

II  Hәr bir a


 vektoru üçün elә 1 әdәdi var ki, aa


1 . 

03
II  Vektorun әdәdә vurulmasında әdәdlәrin toplanmasına görә paylaşdırma 

qanunu: 2121 )(  aaa


 . 

04
II   baba


 )(  

05
II  Assosiativlik qanunu: 1221 )()(  aa


  

 II qrup aksiomlarda vektorlar ilә әdәdlәr arasında әlaqә verilir. 
 

01
III  Xәtti asılı olmayan neee





,,, 21  vektorları vardır. 

02
III  Hәr bir (n+1)-ci vektor 
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i
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n exexexx
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 Şәrtlәşәk ki, eyni bir indeks hәm yuxarıda, hәm dә aşağıda rast gәlinirsә cәm 
işarәsi yazılmır: 

i

iexx


  
 III qrup aksiomlara n ölçülü fәzanın ölçü aksiomları deyilir vә bu aksiomlar 
vasitәsilә fәzanın ölçüsü müәyyәnlәşir. Maksimal sayda xәtti asılı olmayan 
vektorların sayına fәzanın ölçüsü deyilir. 
 

01
IV  Hәr bir a


 vә b


vektoru üçün elә   әdәdi var ki, ),( ba


 ,  -ya a


,b


 

vektorlarının skalyar hasili deyilir. 

02
IV  ),(),( abba


  (simmetrikdir) 

03
IV  ),(),(),( bababa

    

04
IV  ),(),(),( cbcacba


  (paylaşdırma qanunu) 



05
IV  0),( aa


, yәni vektorların skalyar kvadratı mәnfi deyil. Burada bәrabәr 0 halı 

a


 vektorunun 0


 halına uyğundur 00),(


 aaa . 
 IV qrup aksiomlar vasitәsilә fәzanın metrikası müәyyәnlәşdirilir, yәni fәzaya 
mәsafә anlayışı daxil edilir. Fәzada mәsafә hәmişә hәqiqi әdәddir. 
 I-III qrup aksiomları ödәyәn fәzaya xәtti fәza vә ya Afin fәza deyilir. 
 
 
 

MÜHAZİRӘ 2 
 

nR  fәzasında m -ölçülü müstәvilәr 
 nR  fәzasında xәtti asılı olmayan  
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m  dәnә vektora baxaq, yәni: 
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matrisinin hәr hansı m  tәrtibli minoru sıfırdan fәrqli olmalıdır. Bu vektorları hәr 
hansı bir radius vektoru 0x


 olan bir nöqtәdәn quraq. Belә vektor düzәldәk: 

m

matatatxx





 2

2

1

1

0                                    (1) 
 (1) şәklindә düzәlmiş vektorların son nöqtәlәr çoxluğuna nR  fәzasının m  
ölçülü müstәvisi deyilir vә (1) tәnliyinә m  ölçülü müstәvinin vektorial şәkildә 
tәnliyi deyilir. Bu tәnlikdәki mtt ,,1  -lәr hәqiqi parametrlәrdir vә m  ölçülü 
müstәvinin nöqtәsini ifadә edirlәr. Mәsәlәn; mtt ,,1  -lәrin hamısının eyni zamanda 
sıfır olması göstәrir ki, m  ölçülü müstәvi bir nöqtәdәn, yәni 0M  nöqtәsindәn 

ibarәtdir. Başqa sözlә, m  ölçülü müstәvi nöqtәyә cırlaşır. mtt ,,1  -lәrin başqa 
seçilmiş qiymәtlәrindә m  ölçülü sistemin müxtәlif nöqtәlәrini alarıq. Ona görә dә, 

mtt ,,1  -lәrә m  ölçülü müstәvi nöqtәsinin koordinatları kimi dә baxmaq olar. 
 Xüsusi halda, 1 nm  olarsa, onda: 
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                                    (2) 
Belә (2) vektorunun son nöqtәlәri çoxluğuna nR  fәzasının hipermüstәvisi deyilir. 

2m  olduqda: 

2

2

1

1

0 atatxx


                                             (3) 
ikiölçülü müstәvinin, 1m  olduqda: 

1

1

0 atxx


                                                    (4) 



düz xәttin vektorial şәkildә tәnliyidir. 
 Hipermüstәvinin tәnliyinin koordinatlarla yazılışını tapaq. Bunun üçün qәbul 
edәk ki,  
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 vektorlarının koordinatlarından düzәlәn (n–1) tәrtibli minor sıfırdan fәrqli 
olmalıdır (xәtti asılı olmamazlığa görә) 
 (2) tәnliyini koordinatlarla yazaq: 
         




 n

n

n

n

nnnn atatatatatxxxxxx 1

11

1

1

1

12

1

11

1

1

0

2

0

1

0

21 ,,,,,,,,,,,   
 




















n

n

nnnn

n

n

atatxx

atatxx

1

1

1

1

0

1

1

11

1

11

0

1





                                    (5) 

11 ,, ntt   parametrlәrini sistemdәn yox edәk: 
00

2

2

1

1  uxuxuxu n

n                                    (6) 
 (5) sistemindәn elә (n – 1) dәnә tәnlik götürәk ki, onun determinantı sıfırdan 
fәrqli olsun. Onda bu tәnliklәr sistemini Kronekker üsuluna görә hәll edib 

11 ,, ntt  -lәri taparıq vә bu qiymәtlәri (5) sistemindә yerdә qalan bir tәnlikdә 
yerinә yazsaq, (6) tәnliyini vә ya: 

 


n

i

i

i uxu
1

0 0                                                  (6) 

vә ya 00  uxu i

i  şәklindә yaza bilәrik. (6), (6) tәnliyinә hipermüstәvinin 

koordinatlarla tәnliyi deyilir. iu -lәr j

ia -lәrin fәzası olacaq, iu -lәrә hipermüstәvinin 
tangensial koordinatları deyilir. Xüsusi halda, 00 u  olarsa, 

 


n

i

i

i xu
1

0                                                     (7) 

başlanğıcdan keçәn hipermüstәvi tәnliyi olacaq. (5) sistemindә qәbul edәk ki, 
mn 1 . Onda (5) sistemindә m  dәnә tәnlik götürüb, yuxarıdakı qayda ilә hәll 

edib mtt ,,1  -lәri taparıq, bunları yerdә qalan )( mn   dәnә tәnliklәrdә yerinә 
yazsaq, bu tәnliklәrin hәr birisi (6) şәklindә tәnlik olacaq, yәni hәr birisi 
hipermüstәvi olacaq. (6) şәklindә )( mn   dәnә tәnliklәrin birgә baxılışına )( mn   
dәnә hipermüstәvinin kәsişmәsi kimi baxmaq olar. Demәli, m  ölçülü müstәviyә 

)( mn   dәnә hipermüstәvinin kәsişmәsi kimi baxmaq olar. 
 



MÜHAZİRӘ 3 
 

nR  fәzasının hәrәkәtlәri 
 Fәzanın hәrәkәti onun nöqtәlәri arasındakı elә uyğunluğa deyilir ki, bu 
uyğunluqda mәsafә invariant qalsın, yәni BB  ,  uyğun olarsa, 

),(),( BB    olsun. Әgәr B  olarsa   0),(),(  BB . 
Asanlıqla yoxlamaq olar ki, fәzanın hәrәkәti qarşılıqlı birqiymәtli uyğunluqdur. 
Bunun üçün әksini fәrz edәk. 
 Fәrz edәk ki,   başqa,   nöqtәsi dә uyğundur, belә ki,   
Onda hәrәkәtin tәrifinә әsasәn 0),(,0),(   . Ziddiyyәt göstәrir ki, 
әks fәrziyyә doğru deyil,  , hәrәkәt qarşılıqlı birqiymәtli uyğunluqdur. 
 Yoxlamaq olar ki, hәrәkәt nәticәsindә fәzanın hipermüstәvisi 
hipermüstәvisinә keçәr. Bunu yoxlamaq üçün hipermüstәvinin qeyd olunmuş iki 
nöqtәdәn eyni uzaqlıqda duran nöqtәlәr çoxluğu kimi baxılmasını xatırlayaq. Yәni, 
әgәr qeyd olunmuş nöqtәlәr A, B-dirsә, hipermüstәviyә elә M nöqtәlәr çoxluğu 
kimi baxılır ki, 

),(),( MBBMAMMA                                     (1) 

 Qәbul edәk ki, hәrәkәtdә MMBB  ,,  vә hәrәkәtin tәrifinә 

görә ),(),( MAMAAMMA   , ),(),( MBMBBMMB    

olduğundan: 

),(),( MBMBMAMA                               (2) 

olar, yәni hipermüstәvini tәyin edәn M  nöqtәlәr çoxluğu hәrәkәt nәticәsindә 
başqa bir hipermüstәvini tәyin edәn M   nöqtәlәr çoxluğuna keçәr. Başqa sözlә, 
hәrәkәt nәticәsindә hipermüstәvi hipermüstәviyә keçәr. 
 Mәlumdur ki, hәr bir m  ölçülü müstәviyә )( mn   dәnә hipermüstәvilәrin 
kәsişmәsi kimi baxmaq olar. Hәrәkәtdә hipermüstәvilәr hipermüstәvilәrә keçdiyi 
üçün )( mn   dәnә hipermüstәvilәrin kәsişmәsi dә )( mn   dәnә hipermüstәvilәrin 
kәsişmәsinә keçәr, yәni hәrәkәt nәticәsindә m  ölçülü müstәvi m  ölçülü müstәviyә 
keçәr. Xüsusi halda, 1m  olduqda düz xәtt düz xәttә, 2m  olduqda ikiölçülü 
müstәvi ikiölçülü müstәviyә vә s. keçәr.  
 Hәrәkәtdә düz xәtt düz xәttә keçdiyindәn hәrәkәt çevirmәsi Afin çevirmәdir, 
yәni: 

 
j

iji

j

i bxay                                                   (3)  

vә ya operator şәklindә: 
bxAy


                                                      (3) 
vә 0)( i

jaDet . (3) vә ya (3) çevirmәlәri hәrәkәtin ümumi şәkildә çevirmәlәridir. 

A operatoru cırlaşmayan operatordur. 0


b  olarsa, hәrәkәt çevirmәsi: 
xAy


                                                          (4) 

şәklinә düşәr vә (4) çevirmәsi hәr bir 00


 yx  sıfır vektoru sıfır vektora 
çevirәr. Başqa sözlә, (4) çevirmәsi koordinat başlanğıcını invariant saxlayar. Ona 



görә dә, (4) çevirmәsi bir nöqtәni (koordinat başlanğıcını) invariant saxlayan 
hәrәkәt çevirmәsidir. Belә hәrәkәtә nR  fәzasının fırlanması deyilir. Koordinatlarla 
fırlanma: 


j

ji

j

i xay                                                        (4) 

şәklindә olar. Әgәr A=E vahid operatordursa (3) çevirmәsi: 
bxbxEy


                                                   (5) 
şәklinә düşәr. Bu çevirmәyә nR  fәzasının paralel köçürülmәsi deyilir. 
Koordinatlarla aşağıdakı şәkildә olar: 

iii bxy                                                         (5) 
 nR  fәzasının hәrәkәtinә paralel köçürülmә ilә fırlanmanın hasili kimi dә 
baxmaq olar. 
 Hәrәkәt çevirmәsinin parametrlәrinin sayını tapaq. Mәlumdur ki, (3) hәrәkәt 
çevirmәsindә )( i

ja  matrisi n2 elementdәn, bi isә n elementdәn ibarәtdir. Demәli, 

hәrәkәt )1(2  nnnn  sayda parametrdәn asılıdır. Asanlıqla hәrәkәtin asılı 
olmayan parametrlәrinin sayını da tapmaq olar. Bunu tapmaq üçün hәrәkәtin 
xüsusi halı olan fırlanmaya baxaq. xAy


  Hәrәkәtdә mәsafә saxlanıldığına görә 

xy


 , başqa sözlә, 221
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(7) 

)( i

ja  matrisinin elementlәri üzәrinә 
2

)1(

2
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nnnn
n  dәnә şәrt qoyulmalıdır. Biz 

isә asılı olmayan parametrlәrin sayını tapmalıyıq. Bunun üçün ümumi 
parametrlәrin sayından asılı olanların sayını çıxırıq: 
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MÜHAZİRӘ 4 

 
  indeksli psevdo-Evklid fәzası 

 nR  fәzasının aksiomatik quruluşuna uyğun olaraq nR  fәzası elә nöqtәlәr, 
vektorlar çoxluğuna deyilir ki, o nöqtәlәr, vektorlar çoxluğu üçün nR  fәzasında 
olduğu kimi 00000000 412,15141

,,,


IVIIIIII  ödәnilsin vә 05
IV  aksiomu aşağıdakı şәkildә 

olsun: 

,)()()()()(

0),(,0),(,0),(
22122221 nxxxxx

aaaaaa




 




 



yәni kvadratik forma cırlaşmayan   indeksli formadır. Qeyd edәk ki, 0  olarsa, 
yәni mәnfi toplananların sayı sıfra bәrabәr olarsa, nn RR  . 

 nR  fәzasında düz xәtt, hipermüstәvi, ümumiyyәtlә, m ölçülü müstәvi elә 

nR -dә olduğu kimi tәrif olunur. 

 nR  fәzasında vektorun uzunluğu nR -dәki kimi 

),( xxx


  

şәklidә tәyin olunur. nR  fәzasının tәrifindәn ( 05
IV )vektorun skalyar kvadratı 

0),( xx


 
0),( xx


 

0),( xx


 

üç şәrtә tabe olmalıdır. Axırıncә şәrt 0x


 halında da doğrudur. Ona görә dә, nR  
fәzasında 3 növ vektorlar vardır: hәqiqi, xәyali vә “0” uzunluqlu vektorlar 
mümkündür. 
 nR  fәzasında özü sıfırdan fәrqli olub, uzunluğu sıfra bәrabәr olan vektorlara 

bu fәzanın izotrop vektorları deyilir. Mәlumdur ki, ij

ji gxxxx ),(
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Yәni: 
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 Başqa sözlә, nR  fәzasının bazis vektorlarını tәyin edәn  

neeeee








 ,,,,,, 121   
vektorlarından   dәnәsi xәyali uzunluqlu, yerdә qalanları isә hәqiqi uzunluqludur. 
 nR  fәzasının bazislәrinin ödәdiyi (1) şәrtinә hәmin fәzada psevdo-
ortonormallıq şәrti deyilir. 
 nR  fәzasını tәyin edәn bazis vektorlardan bir xәyali uzunluqlu vә bir hәqiqi 
uzunluqlu vektorlarla xәtti ifadә olunan vektorlar izotrop vektorlar olacaq. Mәs: 

11  


ee -ә baxaq. Yoxlamaq olar ki, 011  


ee .  

 Doğrudan da,   011, 1111   


eeee .  

 Әgәr nR  fәzasında hәr bir x


 vektoruna xi


 vektorunu uyğun tutsaq, xix


 , 
onda ),(),(),( xxxixixx


  uyğun olacaq. Bu uyğunluqdan sonra kvadratik 

formalara fikir versәk, ),( xx


 kvadratik forması nR  fәzasının kvadratik 



formasıdırsa, ),( xx


  n

n R  fәzasının kvadratik forması olacaqdır. Demәli, xix


  

uyğun tutmaqla nR  fәzasından n

n R  fәzasına vә tәrsinә keçmәk olar.  

 Bunun nәticәsindә alınan nR  vә n

n R  fәzalarına izomorf fәzalar deyәcәyik 

vә n

n

n RR    kimi işarә olunur. 

 Ümumiyyәtlә, nR  fәzasının   indeksi üzәrinә aşağıdakı şәrt qoyulur: 

2

n
  

 
MÜHAZİRӘ 5 

 
Psevdo-Evklid fәzasında müstәvilәr 

 nR  psevdo-Evklid fәzasında m ölçülü müstәvi, (n-1) ölçülü hipermüstәvi vә 
birölçülü düz xәtt, ikiölçülü müstәvi nR -dә olduğu kimi tәyin olunur. Göstәrmişik 

ki, nR  fәzasında 1,,1,,,, 121   neeieieie








 . nR  fәzasının m 

ölçülü müstәvisini tәyin edәn meee





,,, 21  vektorlarının müәyyәn hissәsi hәqiqi 
uzunluqlu, müәyyәn hissәsi xәyali uzunluqlu ola bilәr. 
Hamısı hәqiqi uzunluqlu olarsa, bazis vektorlar Evklid mәnasında nR  fәzasını 
tәşkil edәr vә belә m ölçülü müstәviyә Evklid mәnasında m ölçülü müstәvi deyilir. 
Әgәr bazis vektorların hamısı xәyali uzunluqlu olarsa, 

mmm

mm

m

m RRRR   0  
olacaq. Әgәr bazis vektorlardan mp   dәnәsi xәyali, yerdә qalanları hәqiqi isә 

m

p R  tipli psevdo-Evklid müstәvisi alarıq. 

 Demәli, nR -dә 2 tip: Evklid vә psevdo-Evklid tip müstәvi var. 

 Qәbul edәk ki, m=2, p=1. Yәni 2

1R  müstәvisinә baxaq. Aydındır ki, bu 

müstәvidә 2 dәnә bazis vektor var: 1, 21  eie


. Bu 

müstәvidә  
2221 )()(),( xxxx 


. 

 Mәlumdur ki, 0),( xx


 hәqiqi, 0),( xx


 xәyali, 
0),( xx


 sıfır uzunluqlu vektorlar üçün   

212221 0)()( xxxx                                         

(1) 
212221 0)()( xxxx                                         

(2) 
212221 0)()( xxxx                                         (3) 

 Aydındır ki, 2

1R -dә hәqiqi, xәyali vә sıfır uzunluqlu vektorların 
koordinatları uyğun olaraq (1), (2), (3)-ü ödәmәlidirlәr.  
 (1), (2), (3) riyazi şәrtlәrinin 2

1R -i nәzәrә almadan 2R -dә izahını versәk, (1) 
şәrti II, IV hissәlәrdә yerlәşәn vektorların koordinatları üçün doğrudur, (2) şәrti I, 

O 

21 xx   

1x

21 xx   
2x  

III 

IV 

II 

I



III hissәdә yerlәşәn, (3) şәrti isә tәnbölәnlәr üzәrindә yerlәşәn vektorların 
koordinatları üçün doğrudur. Başqa sözlә, 2

1R -in hәqiqi, xәyali vә sıfır uzunluqlu 
vektorları uyğun olaraq 2R -dә II,IV; I, III hissәlәrdә vә tәnbölәnlәr üzәrindә 
yerlәşәn vektorlarla ifadә olunacaqlar. 
 

MÜHAZİRӘ 6 
 

nR  vә nR  fәzalarında hipersferalar 

 nR  vә nR  fәzalarında hipersferalar mәrkәz adlanan nöqtәdәn eyni uzaqlıqda 
duran nöqtәlәr çoxluğuna deyilir. Әgәr hәmin fәzalarda mәrkәz adlanan A 
nöqtәsinin radius vektorunu a


 ilә vә bu nöqtәdәn eyni uzaqlıqda duran nöqtәnin 

radius vektorunu x


 ilә işarә etsәk, tәrifә görә: 
,, 22

raxrax 


 
2),( raxax 


                                                 (1) 

 (1)-ә hәr iki fәzada hipersferanın vektoru tәnliyi deyilir. 0a


 olduqda, yәni 
hipersferanın mәrkәzi koordinat başlanğıcında olduqda,  

2),( rxx 


                                                      (2) 
 Sadәlik üçün sonrakı işlәrimizdә mәrkәzi koordinat 
başlanğıcında yerlәşәn hipersferadan danışacağıq. Әgәr (2) 
hipersfera tәnliyini x


 dәyişәn vektoruna görә diferensiallasaq: 

xxdxxdxdxxxd


 0),(20),(),(  
 Başqa sözlә, hipersferada cari nöqtәnin radiusunun diferensialı hipersferanın 
radiusuna perpendikulyardır. Belә xd


 vektorları hipersferanın baxılan nöqtәdә 

toxunan müstәvisini tәyin edirlәr. Әgәr (2)-ni koordinatlarla yazsaq, nR  fәzası 
halında: 

222221 )()()( rxxx n                                        (3) 

 nR  fәzası halında: 
222122221 )()()()()(, axxxxxar n                 (4) 

222122221 )()()()()(, qxxxxxqr n               (5) 

0)()()()()(,0 22122221   nxxxxxr                 (6) 

 (3) tәnliyi nR -dә r radiuslu hipersferanın tәnliyidir; (4) tәnliyi nR -dә hәqiqi 
radiuslu, (5) tәnliyi xәyali, (6) isә “0” radiuslu hipersferanın tәnliyidir. (4), (5), (6) 
tәnliklәrini nR  fәzasında izah etmәk üçün әvvәl xüsusi hal üçün:  3

1R  fәzası halı 
üçün hipersfera tәnliklәrini yazıb, onun 3R -dә izahını verәk: 

2232221 )()()( axxx                                          (7) 
2232221 )()()( qxxx                                         (8) 

0)()()( 232221  xxx                                           (9) 
 (7), (8), (9)-a 3R -dә baxılsa, bu tәnliklәr uyğun olaraq üçölçülü fәzanın 
birölçülü, ikiölçülü hiperboloidlәrini vә hәqiqi konuslarını ifadә edәcәklәr. Ona 
görә dә, (4), (5), (6) tәnliklәrinә nR  fәzasında baxılarsa, bu tәnliklәr nR  fәzasının 

M 

A 

O x


 

a


 ax


  



hiperboloidlәrini vә hәqiqi konusunu ifadә edәcәklәr. Demәli, nR  fәzasının 
hәqiqi, xәyali, sıfır radiuslu hipersferaları uyğun olaraq nR  fәzasının 
hiperboloidlәri vә hiperkonusları ilә ifadә 
olunacaqlar. 
 

MÜHAZİRӘ 7 
 

2S  Riman müstәvisi 
 2S  Riman müstәvisini almaq üçün 3R  
fәzasında sferaya baxmalıyıq vә bu sferanın 
qarşılıqlı diametran nöqtәlәrini eynilәşdirmәk 
lazımdır. Belә bir eynilәşmәdә sferanın bir 
yarım hissәsi digәr hissәsinә inikas olunur. 
Demәli, baxılan modeldә Riman müstәvisi sferanın bir yarım hissәsini ifadә edir. 
Riman nöqtәlәri hәmin yarımhissәnin nöqtәlәrini ifadә edir. Riman düz xәtlәri 
hәmin yarımhissәdәki böyük yarımçevrәlәrlә ifadә olunur.  
 Riman müstәvisi ilә Evklid müstәvisinin fәrqlәrini sayaq: 

1. Evklid müstәvisi ikiüzlü sәthdir, Riman müstәvisi isә birüzlü sәthdir. 
Doğrudan da, qarşılıqlı diametral nöqtәlәr eynilәşdirildiyindәn, eyni nöqtә 
hesab olunduğundan Riman müstәvisindә bir üzdәn o birinә kәsilmәz 
keçmәk mümkündür, Evkliddә isә mümkün deyil. 

2. Evklid müstәvisi sonlu sahәyә malik deyil, Riman müstәvisi isә sonlu 
sahәyә malikdir vә sahәsi 22 r -na bәrabәrdir. 

3. Evklid müstәvisindә düz xәtt qapalı deyil, yәni düz xәtti hәr iki tәrәfә sonsuz 
olaraq uzatmaq mümkündür, Riman müstәvisindә isә düz xәtt qapalıdır. 

4. Evklid müstәvisindә düz xәtt sonlu uzunluğa malik deyil, Riman 
müstәvisindә isә düz xәtt sonlu uzunluğa malikdir vә onun uzunluğu r -ә 
bәrabәrdir. 

5. Evklid müstәvisindә istәnilәn iki düz xәtt ortaq perpendikulyara malik deyil. 
Riman müstәvisindә isә hәr bir iki düz xәtt ortaq perpendikulyara malikdir. 

6. Evklid müstәvisindә ixtiyari iki düz xәtt ortaq nöqtәyә malik deyil. Riman 
müstәvisindә isә ixtiyari iki düz xәtt bir dәnә ortaq nöqtәyә malikdir. 

Bu xassәdәn   Riman müstәvisindә paralellik aksiomu ödәnilmir   Riman 
müstәvisindә üçbucağın daxili bucaqlarının cәmi d2 . Digәr tәrәfdәn Riman 
müstәvisindә ixtiyari iki düz xәtt ortaq perpendikulyara malik olduğundan, 
Riman müstәvisindә elә üçbucaq var ki, onun iki daxili bucağı düz bucaqdır. 
Ona görә dә, hәndәsi olaraq belә nәticәyә gәlmәk olar ki, Riman müstәvisindә 
üçbucağın daxili bucaqları cәmi d2 -dәn böyükdür. 
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2

1S  Lobaçevski müstәvisi 

Riman müstәvisi 

O

Riman düz xәtti 

Riman nöqtәsi 



 2

1S  Lobaçevski müstәvisini almaq üçün 3

1R  fәzasının sferasını götürmәliyik. 

Mәlumdur ki, 3

1R -dә 3 növ sferalar vardır: hәqiqi, xәyali vә “0” radiuslu sferalar. 
Hәmin sferalar uyğun olaraq, Evklid fәzasında biroyuqlu, ikioyuqlu 
hiperboloidlәrlә vә konusla ifadә olunurlar. 

 Mәlumdur ki, qeyri-Evklid fәzasının әyriliyi 
2

1

r
 ifadәsilә tәyin olunur, 

burada r-sferanın radiusudur. Әyrilikli qeyri-Evklid fәzalarından söhbәt apardıqda 
0r  qәbul etmәk lazımdır. Bu mәnada 2 növ Lobaçevski müstәvisi mümkündür: 

“+” әyrilikli (radius hәqiqi olduqda), “–” әyrilikli (radius xәyali olduqda) 
Lobaçevski müstәvisi vardır. Biz söhbәtimizi “–” әyrilikli 
Lobaçevski müstәvisi halında aparacağıq. Demәli, “–” әyrilikli 
Lobaçevski müstәvisini qurmaq üçün 3R -dәki ikioyuqlu 
hiperboloidin qarşılıqlı diametral nöqtәlәrini eynilәşdirmәk lazımdır. 
Belә işi gördükdә, aydındır ki, ikioyuqlu hiperboloidin bir hissәsi 
digәr hissәsinә inikas olunur. Yәni “–” әyrilikli Lobaçevski müstәvisi ikioyuqlu 
hiperboloidin bir hissәsini ifadә edir. Hiperboloidin hәr bir nöqtәsi dә Lobaçevski 
nöqtәsi olacaq. Diametral müstәvinin ikioyuqlu hiperboloidin bir hissәsilә 
kәsişmәsindәn alınan xәtt Lobaçevski düz xәttini ifadә edәcәk. 
 Mәlumdur ki, Lobaçevski müstәvisindә iki düz xәttin 3 növ 
qarşılıqlı vәziyyәti mümkündür: düz xәtlәr kәsişirlәr, paraleldirlәr 
vә aralanandırlar (dağılandırlar). 
 Lobaçevski müstәvisindәki düz xәtlәrin qarşılıqlı vәziyyәtini 
bu modeldә izah edәk. Bunun üçün Lobaçevski müstәvisindә 
ikioyuqlu hiperboloidin bir hissәsini götürәk. Müәyyәn A 
nöqtәsindә kәsişәn iki a  vә a  Lobaçevski düz xәtlәrini götürәk. 
a  vә a  düz xәtlәrinә uyğun olan diametral müstәvilәri quraq. 
Qurduğumuz diametral müstәvilәrin kәsişmә xәtti olan OA xәtti 
sferanı A nöqtәsindә kәsir. Buna әsasәn biz bu modeldә kәsişәn 
düz xәtlәri aşağıdakı kimi izah edә bilәrik:  
 Әgәr düz xәtlәrә uyğun olan diametral müstәvilәrin kәsişmә 
xәtti sferanı hәr hansı bir nöqtәdә kәsirsә, belә 2 Lobaçevski düz 
xәttinә bu modeldә kәsişәn (görüşәn) düz xәtlәr deyilir. Әgәr düz 

xәtlәrә uyğun olan diametral müstәvilәrin kәsişmә xәtti sferanı 
heç bir nöqtәdә kәsmәzsә, belә düz xәtlәrә bu modeldә aralanan 
(dağılan) düz xәtlәr deyilir. Әgәr düz xәtlәrә uyğun olan 
diametral müstәvilәrin kәsişmә xәtti sferanın asimptotu boyunca 
yönәlәrsә, belә 2 düz xәttә bu modeldә paralel düz xәtlәr 
deyәcәyik.  
 Lobaçevski hәndәsәsinin müәyyәn fikirlәrini dә bu modeldә izah etmәk olar. 
Mәs:  Lobaçevski müstәvisindә iki nöqtәdәn yalnız vә yalnız bir düz xәtt keçәr. 
 Lobaçevski müstәvisindә 3 növ sabit әyrilikli әyrilәr vardır. Bu әyrilәr 
uyğun olaraq, çevrә,orisikl vә ekvidistantadır. 
 Lobaçevski müstәvisindә iki düz xәttin 3 növ qarşılıqlı vәziyyәti olduğundan 
Lobaçevsi müstәvisindә 3 növ düz xәtlәr dәstәsi mümkündür. 

a  

O 

A 
a

1) 

2) 

b 

3) 
a 



1) nöqtәdә kәsişәn düz xәtlәr dәstәsi (elliptik dәstә) 
2) aralanan düz xәtlәr dәstәsi (hiperbolik dәstә)  

İsbat olunur ki, aralanan düz xәtlәrin ortaq perpendikulyarı var. 
3) Müәyyәn istiqamәtdә paralel düz xәtlәr dәstәsi (parabolik dәstә) 

Bu dәstәlәrin ortoqonal trayektoriyalarına uyğun olaraq, Lobaçevski 
müstәvisindә çevrә, ekvidistanta vә orisikl deyirlәr. 
 

MÜHAZİRӘ 9 
 

nn SS ,  fәzalarının hәrәkәtlәri 
 Hәr bir fәzanın hәrәkәti onun nöqtәlәri arasındakı elә qarşılıqlı birqiymәtli 
uyğunluğa deyilir ki, uyğun nöqtәlәr arasındakı mәsafә invariant qalsın vә yaxud 

nn SS ,  fәzalarının hәrәkәtlәri onun nöqtәlәri arasındakı elә qarşılıqlı birqiymәtli 

uyğunluğa deyilir ki, bu uyğunluqda nn SS ,  fәzalarının mәxsus oblastı mәxsus 
oblasta, ideal oblastı ideal oblasta keçsin. 
 Әgәr qeyri-Evklid fәzalarının hәrәkәtlәrini tәyin edәn uyğunluqda mәxsus 
oblast ideal oblasta vә tәrsinә keçәrsә belә uyğunluğa qeyri-Evklid fәzalarının 
antihәrәkәti deyilir. 
 Bu iki tәrif halını birlәşdirәk: Qeyri-Evklid fәzalarının absolyutunu invariant 
saxlayan uyğunluğa hәmin fәzaların hәrәkәtlәri deyilir. Qeyri-Evklid fәzalarının 

11,  nn RR   fәzalarında götürülmüş bağlı düz xәtlәrilә modelindәn uyğunluq 
qarşılıqlı birqiymәtli olması üçün   qeyri-Evklid fәzalarını yeni növ nöqtәlәrlә 
tamamlamaq lazımdır. Bu növ nöqtәlәr ideal nöqtәlәr olacaq. Qeyri-Evklid 
fәzalarının ideal nöqtәlәrlә tamamlanmasına genişlәnmiş qeyri-Evklid fәzaları 
deyәcәyik. Mәlumdur ki, qeyri-Evklid fәzalarının baxdığımız modeldә hәrәkәtlәri 

11,  nn RR   fәzalarında götürülmüş hipersferaların fırlanmaları ilә müәyyәn olunur. 
Ona görә dә )1( n  ölçülü Evklid, psevdoevklid fәzalarında nә qәdәr fırlanma 
verilәrsә bir o qәdәr dә qeyri-Evklid fәzalarının hәrәkәtlәri mümkündür. 
 

nS  qeyri-Evklid fәzasının hәrәkәtlәr tәsnifatı: 
 Mәlumdur ki, nS  fәzasının hәrәkәti 1nR  fәzasında hipersferanın fırlanması 
ilә müәyyәn olunur. Hәr bir fırlanmanın matrisinin normal Jordan forması var vә 
bu forma aşağıdakı kimidir. 
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şәklindә şәbәkә matrisidir. Demәli, nә qәdәr normal Jordan (1) forması varsa, bir o 
qәdәr nS  fәzasının hәrәkәti vardır. 
 Xüsusi hallara baxaq. Әgәr Jordan forma 
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  şәklindә olarsa, bu eyni çevirmәdir, әgәr 
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 olarsa, )1( n  ölçülü müstәviyә 

nәzәrәn әksetmәdir. 

nS  fәzasının hәrәkәtlәr tәsnifatı: 

 Aşkardır ki, nS  fәzasının hәrәkәtlәri 

1nR  fәzasının fırlanmaları ilә müәyyәnlәşir. 

1nR  fәzasının hәr bir fırlanmasının aşağıdakı 
kimi normal Jordan forması var. 
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şәbәkә matrislәridir, ji  , -lar sferik mәsafәlәrdir. Nә qәdәr (1) şәklindә normal 

Jordan forma varsa, bir o qәdәr dә nS  fәzasının hәrәkәtlәri mümkündür. 
 

MÜHAZİRӘ 10 
 

n-ölçülü proyektiv fәza 
 Pn proyektiv fәzasını qurmaq üçün An+1 afin fәzasında hәr hansı bir An 
hipermüstәvisi vә bunun xaricindә götürülmüş S nöqtәsi götürәk. S nöqtәsindәn 

A 

S 
An+1 

D

C B An 

c 

a 
b d 



çıxan bütün mümkün olan bağlı düz xәtlәrinә baxaq. S bağlı mәrkәzindәn keçәn 
düz xәtlәrin An hipermüstәvisi ilә kәsişmә nöqtәlәrini uyğun olaraq A, B, C, D, ... 
ilә işarә edәk vә hәmin A, B, C, D, ... nöqtәlәrinә a, b,c, d, ... düz xәtlәrinә uyğun 
nöqtәlәr deyәk. 
 Aşkardır ki, S nöqtәsindәn çıxan vә hipermüstәvini kәsmәyәn başqa düz 
xәtlәr dә vardır vә belә S-dәn çıxan An-i kәsmәyәn düz xәtlәr öz növbәsindә bir An 
hipermüstәvisi yaradır ki, bu hipermüstәvi S-dәn keçib verilmiş hipermüstәviyә 
paraleldir. Aşkardır ki, S nöqtәsindәn çıxan bağlı düz xәtlәr ilә An 
hipermüstәvisinin nöqtәlәri arasındakı uyğunluq qarşılıqlı birqiymәtli uyğunluq 
olmayacaq. Bu uyğunluğu qarşılıqlı birqiymәtli etmәk üçün S-dәn çıxan vә An-i 
kәsmәyәn bağlı düz xәttinә An hipermüstәvisi üzәrindә sonsuz uzaqlaşmış nöqtә 
uyğun tutaq. Aşkardır ki, bu qayda ilә tutulmuş sonsuz uzaqlaşmış nöqtәlәr 
çoxluğu An hipermüstәvisi ilә S-dәn keçәn vә An-ә paralel olan hipermüstәvinin 
kәsişmәsi üzәrindә yerlәşәcәk. Belә bir qarşılıqlı birqiymәtli uyğunluqda olan An 
hipermüstәvisinә n-ölçülü Pn proyektiv fәzası deyәcәyik. 
 Belә qayda ilә qurulmuş Pn fәzası nöqtәsinin proyektiv koordinatlarını tәyin 
edәk. Bunun üçün An+1-dә S nöqtәsindәn çıxan hәr bir düz xәtt boyunca bir x


 

radius-vektorunu yönәldәk. 
 Aydındır ki,  nxxxx ,,, 10 


  (n+1) dәnә afin koordinata malikdir, çünki 

An+1-dә baxırıq. Bilirik ki, x


 vektorunun koordinatları hәm dә onun son nöqtәsinin 
koordinatlarıdır. Son nöqtәsini M ilә işarә etsәk,  nxxM ,,0   olacaq. An üzәrindә 
yerlәşmәklә xk


  vektoruna baxaq.   0,,,, 10  kkxkxkxxk n


. x


 vә 

k x


kollinear olduğundanbir düz xәtt üzәrindә yönәlir  nkxkxM ,,0  . 
 Demәli, Pn-in hәr hansı M nöqtәsinin koordinatları (n+1) dәnә nxx ,,0   
әdәdlәri ilә yox, bir sinif (n+1) sayda nkxkx ,,0   әdәdlәri ilә ifadә olunur. Ona 
görә dә nöqtәnin proyektiv koordinatları dedikdә (n+1) dәnә әdәd yox, 

 nxxxM ,, 10   başa düşәcәyik. Hamısı sıfır olmayan belә әdәdlәrin nisbәtinә Pn-
dә nöqtәnin proyektiv koordinatları deyәcәyik. Bu modeldәki proyektiv koordinat 
sistemini izah edәk (An+1-dә nee





,,0 bazisi var). Qәbul edәk ki,  
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koordinatları ilә tәyin olunur. Onda  0e


 vektoruna uyğun olan Pn-dәki nöqtәni E0, 

nn EeEe 





,,11  ilә işarә edәk. E0, E1, ..., En nöqtәlәrini Pn-in bazis nöqtәlәri 
adlandıracağıq. Әgәr neeex





 10  olarsa,   Ex  1,,1,1 


. Demәli,  

     1,,0,0,,0,,1,0,0,,0,1 10  nEEE . E(1,1,...,1) nöqtәsinә Pn-in vahid nöqtәsi 
deyilir. 
 Әgәr (n+2) dәnә E0, E1, ..., En, E nöqtәsi verilibsә, onda deyәcәyik ki, Pn-dә 
proyektiv koordinat sistemi verilmişdir. Tutaq ki, n=1. E0, E1, E.  
Bu proyektiv düz xәtdә koordinat sistemi olur. 

E 

E0 

E1



 Әgәr n=2 olarsa, E0, E1, E2, E. Ikiölçülü proyektiv müstәvi olur. 
E0E1E2 üçbucağı koordinat üçbucağı adlanır. 
 n=3 olarsa, koordinat müstәvisi tetraedr olacaq vә s. 
 Pn proyektiv fәzasında aşağdakı teorem doğrudur: 
Teorem: Әgәr iki dәnә m vә  ölçülü müstәvilәr 
verilmişdirsә, bu müstәvilәrin kәsişmәsini tәşkil edәn   
müstәvinin ölçüsü d, bu müstәvilәrin doğurduğu müstәvinin ölçüsü s isә bu ölçülәr 
arasında aşağıdakı kimi bәrabәrlik doğrudur: 

m+=s+d 
Qeyd edәk ki, d-kәsişmәni ifadә edәn müstәvinin maksimal ölçüsüdür, s-isә 
müstәvilәrin yaratdığı müstәvinin minimal ölçüsüdür. 
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n -dә kollineasiya çevirmәsi 
 Proyektiv fәzanın (n+1) ölçülü afin fәzada modelinә әsasәn proyektiv 
fәzanın kollineasiya çevirmәsi (n+1) ölçülü afin fәzanın mәrkәzi afin çevirmәsinә 
deyilir. 
 Mәlumdur ki, mәrkәzi afin çevirmә aşağıdakı kimi yazılır. 
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 Qısa olaraq, kollineasiya çevirmәsini belә şәkildә dә yaza bilәrik: 


j

ji

j

i xax̀                                                        (1) 

vә ya vektoru formada: 
)(` xx


                                                          (1) 
 Asanlıqla görünür ki, kollineasiya çevirmәsi nöqtәvi vә cırlaşmayan 
çevirmәdir. Yoxlamaq olar ki, kollineasiya çevirmәsi zamanı Pn-dә bir düx xәtt 
üzәrindә yerlәşәn 4 nöqtәnin ikiqat nisbәti invariant qalır.  
 Qәbul edәk ki, kollineasiya çevirmәsi zamanı: 
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keçir. Kollineasiya çevirmәsi nöqtәvi çevirmә olmaqla düz xәtti düz xәttә çevirәr, 
yәni bir düz xәtt üzәrindә yerlәşәn 4 nöqtәni bir düz xәtt üzәrindә yerlәşәn 4 
nöqtәyә keçirәr. İsbat edәk ki,  

)`,`,`,`(),,,( tzyxWtzyxW


  

E 

E0 

E1

E2



Mәlumdur ki, yxtykxz



  ,  vә 1),,,(  ktzyxW 


. )(` zz
   olduğundan 

ykxykxykx


``)()()(    olar. Eyni qayda ilә, yxtt





``)(`   
olar.  
 İkiqat nisbәt 1)`,`,`,`(  ktzyxW 


 olacaq. 

 Yoxlamaq olar ki, (1) şәklindә verilmiş kollineasiyalar çoxluğu qrup tәşkil 
edirlәr.  
 Kollineasiya çevirmәsi cırlaşmayan olduğundan onun tәrsi vardır. Әgәr iki 
kollineasiyanın hasilini götürsәk, hasilin determinantı determinantlar hasilinә 
bәrabәrdir. Yәni qәbul etsәk ki, kollineasiyanın biri A – ( a ij), B – (b ij) operatorları 
ilә verilәrsә, bu iki kollineasiyanın hasilini ifadә edәn C operatoru C=AB – )( j

k

i

jba  

matrisini ifadә edәr vә  
)()()( BDetDetCDet  ; 0)(,0)(,0)(  CDetBDetDet . 

 Yәni iki kollineasiyanın hasili dә kollineasiyadır.  
 Vahid kollineasiya vardır.  Bu kollineasiya  
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münasibәti ilә tәyin olunur.  
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 vahid kollineasiya çevirmәsi 

Bunlara әsaslanaraq göstәrә bilәrik ki, (1) kollineasiyalar çoxluğu vurma әmәlinә 
görә qrup tәşkil edirlәr. 
 Әgәr (1) çevirmәsilә bәrabәr 
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                                  (2)  

çevirmәsinә dә baxsaq, bunlar eyni bir kollineasiya çevirmәsini ifadә edәrlәr. 
 Әgәr (2) çevirmәsinin matrisinin determinantını hesablasaq: 

)()( 1 i

j

ni

j aDetaDet                                            (3) 

n-in tәk vә ya cüt olmasından asılı olaraq, 1n  ya müsbәt, ya da mәnfi әdәd ola 
bilәr. Qәbul edәk ki,  

1. n tәkdir 1 n  cütdür. Onda hәmişә 01 n . Bu halda 1n -i elә seçәk ki, 
1)( i

jaDet   olsun, yәni: 

)(

11

i

j

n

aDet
                                                (4) 

2. n cüt, n+1 tәkdir. 01 n , 01 n  ola bilәr. Onda  



)(

11

i

j

n

aDet
                                                 (5) 

şәklindә seçsәk, onda )( i

jaDet   yalnız 1  ola bilәr. 

 Buradan alınır ki, Pn-dә kollineasiyalar qrupu determinantı 1  olan alt 
qrupuna görә faktor qrupu ilә izomorfdur vә yaxud deyirlәr ki, n tәk olduqda 
kollineasiyalar qrupu iki rabitәli; n cüt olduqda kollineasiyalar qrupu bir rabitәlidir. 
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n -dә korrelyasiya çevirmәsi 
 Pn-dә kollineasiya çevirmәsindәn başqa aşağıdakı kimi tәrif olunan 
korrelyasiya çevirmәsi dә vardır. 
 ix  proyektiv koordinatlı nöqtәni iu  tangensial koordinatlı hipermüstәviyә 
keçirәk.  


j

j

iji xau                                                      (1) 

çevirmәsinә korrelyasiya çevirmәsi deyilir. 
 Demәli, korrelyasiya çevirmәsi nöqtәni hipermüstәviyә keçirәn çevirmәdir. 
Göstәrmәk olar ki, korrelyasiya çevirmәsi zamanı düz xәtt (n-2) ölçülü müstәviyә 
keçir. 
 Doğrudan da, yx


,  nöqtәlәrindәn keçәn düz xәttin ixtiyari nöqtәsi bu 

nöqtәlәrin xәtti kombinasiyasıdır vә korrelyasiya hәr bir nöqtәni hipermüstәviyә 
keçirdiyi üçün ykx


  müstәvisini qәbul edәk ki, i  tangensial koordinatlı 

hipermüstәviyә keçirir. Bu hipermüstәvinin tәnliyi  
i

i

i z 0  olsun, burada 

 iii kyxz  

0
i

i

i
i

i

i ykx                                             (2) 

(2) tәnliyi ilә bәrabәr aşağıdakı tәnliklәr sisteminә baxaq: 
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                                                   (3) 

(3) tәnliklәr sisteminin hәr bir hәlli hәm dә (2) tәnliyinin hәllidir. (3) sistemindәki 
hәr bir tәnlik hipermüstәvini ifadә etdiyindәn vә hipermüstәvilәrin hәr birinin 
ölçüsü n-1 olduğundan, bu hipermüstәvilәrin tәnliklәrinin (3) sistemindәki birgә 
baxılışı onların kәsişmәsini ifadә edәn (n-2) ölçülü müstәvini verәr. Demәli, 
göstәrdik ki, düz xәttin nöqtәlәri (n-2) ölçülü müstәvi boyunca kәsişәn 
hipermüstәvilәrә keçir. Başqa sözlә, korrelyasiya çevirmәsi zamanı düz xәtt (n-2) 
ölçülü müstәviyә keçәr. 
 İndi ixtiyari m ölçülü müstәvinin korrelyasiya çevirmәsi zamanı obrazını 
axtaraq. Sıfır ölçülü nöqtә korrelyasiya zamanı (n-1) ölçülü hipermüstәviyә keçir. 
Bu halda obrazla proobrazların ölçülәri cәmi 0+n-1=n-1 olur. Düz xәtt (n-2) ölçülü 
müstәviyә keçir. Bu halda da, obrazla proobrazın ölçülәri cәmi 1+n-2=n-1 olur. 



 Qәbul edәk ki, m ölçülü müstәvi korrelyasiya çevirmәsi zamanı x  ölçülü 
müstәviyә keçir. Әvvәlki hallara әsasәn obrazla proobrazın cәmi 1 nxm  
olmalıdır  1 mnx . 
 Yәni, korrelyasiya çevirmәsi zamanı m ölçülü müstәvi (n-m-1) ölçülü 
müstәviyә keçir. Asanlıqla yoxlamaq olar ki, korrelyasiya çevirmәlәr çoxluğu qrup 
tәşkil etmir, yәni 2 ardıcıl aparılmış korrelyasiyanın hasili korrelyasiya vermәz. 
 Ümumiyyәtlә, göstәrmәk olar ki, hәr bir korrelyasiyaya sadә bir 
korrelyasiyanın kollineasiyaya hasili kimi baxmaq olar. 

MÜHAZİRӘ 13 
 

n -dә involyusyon kollineasiya 
 nP  fәzasının proyektiv çevirmәsi dedikdә, hәmin fәzanın kollineasiyalar vә 
korrelyasiyalar çoxluğu nәzәrdә tutulur. Hәr bir fәzanın involyusyon çevirmәsi o 
çevirmәnin kvadratının eyni çevirmә vermәsilә müәyyәnlәşir. İnvolyusyon 
kollineasiya da analoji olaraq tәyin olunur, yәni kollineasiya çevirmәsinin kvadratı 
eyni çevirmә verәrsә, belә kollineasiya çevirmәsinә involyusyon kollineasiya 
çevirmәsi deyilir. 
 Mәlumdur ki, nP  fәzasında eyni çevirmәnin matrisinin normal Jordan 
formaları  
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şәklindә olar. 
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(1) vә (2) matrislәri nP -dә eyni çevirmәni tәyin edirlәr. 
 Әgәr kollineasiya çevirmәsinin matrisinin normal Jordan formasını yazsaq: 

















n




1

                                                         (3) 

şәklindә olar. Kollineasiyanın kvadratına uyğun olan matrisin normal Jordan 
forması isә aşağıdakı şәkildә olacaq: 
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                                                         (4) 

İnvolyusyonluğu görә (4) ya (1) ilә, ya da (2) ilә üst-üstә düşmәlidir: 

1

1)1()4( 2
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        vә ya           
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Belәliklә, (3) matrisinin involyusyon kollineasiyanın çevirmәsi olması üçün (3) 
aşağıdakı şәkildә olmalıdır: 
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 (6) 

Әgәr (5) matrisindә 1 -lәrin sayı bәrabәrdirsә, belә involyusyon kollineasiyaya 
hiperbolik involyusyon kollineasiya deyәcәyik. 1 -lәrin sayı (5) matrisinin 
tәrtibinin cüt olması halına uyğundur. Bu isә öz növbәsindә tәk ölçülü proyektiv 
fәzada mümkündür. Demәli, hiperbolik involyusyon kollineasiya tәk ölçülü 
proyektiv fәzada mümkündür. 
 Әgәr (5) matrisi 
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1


                                                      (7) 

şәklindә isә belә involyusyon kollineasiyaya homologiya deyilir. 
 Ümumiyyәtlә, involyusyon kollineasiyanın matrisi (5) şәklindә olduqda bir 
dәnә m ölçülü vә (n-m-1) ölçülü müstәvilәr invariant qalırlar. Hiperbolik 
involyusyon kollineasiya zamanı (5) matrisi belә şәkildәdir: 
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                                              (8) 

Hiperbolik involyusyon kollineasiya zamanı 2 dәnә 
2

1
1

2

1 


 nn  müstәvilәr 

invariant qalır. 
 Әgәr hiperbolik kollineasiyanın matrisi (6) şәklindә olarsa, (6)-dakı i -lәrin 
sayı bәrabәr olmalıdır. Bu halda  
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olmalıdır vә 2 dәnә 
2

1n  ölçülü qoşma xәyali müstәvilәr invariant qalırlar. Belә (6) 

matrisli involyusyon kollineasiya elliptik involyusyon kollineasiya adlanır. 
Asanlıqla yoxlamaq olar ki, elliptik involyusyon kollineasiya yalnız tәk ölçülü 
proyektiv fәzada mümkündür. Parabolik involyusyon kollineasiya elliptik vә ya 
hiperbolik involyusyon kollineasiyanın limit vәziyyәti kimi tәyin olunur. 
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n -dә simmetriya obrazları 
 Hәr bir fәzanın simmetriya obrazları o fәzanın, kvadratı eyni çevirmә verәn 
çevirmәsilә müәyyәn olunur. Proyektiv fәzada da proyektiv çevirmәnin kvadratı 
eyni çevirmә verәrsә, o çevirmәyә involyusyon çevirmә deyilir vә involyusyon 
çevirmә zamanı invariant qalan obyektlәrә fәzanın simmetriya obrazları deyilir. 
 Proyektiv fәzanın çevirmәlәri dedikdә kollineasiya, korrelyasiyalar nәzәrdә 
tutulur. Demәli, proyektiv fәzada involyusyon kollineasiya vә ya  korrelyasiya 
zamanı invariant qalan obyektlәr hәmin fәzanın simmetriya obrazları olacaqdır. 
 Proyektiv fәzanın simmetriya obrazlarını axtarmaq üçün involyusyon 
kollineasiya vә korrelyasiya çevirmәlәrinin matrislәrinin normal Jordan formalarını 
xatırlayaq. Mәlumdur ki, involyusyon kollineasiyanın matrisi 
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(3) 

şәkillәrindә olur. Matrisi (2) vә (3) şәklindә olan involyusyon kollineasiyalara 
uyğun olaraq hiperbolik vә elliptik involyusiyalar deyilir. Bazisi seçmәk hesabına 
(2) vә (3) matrislәrini uyğun olaraq aşağıdakı şәkillәrә gәtirmәk olar. 
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(3) 

Doğrudan da, (2) vә (3) matrislәrindә olan şәbәkә matrislәrinin xarakteristik 
tәnliyini yazsaq, xarakteristik köklәr uyğun olaraq: 
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olar. Başqa sözlә desәk, (2), (3) matrislәrinin normal Jordan formaları elә (2), (3) 
şәklindә olur.  
 (2)-ә uyğun olan çevirmә: 
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vә ya 
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 (3)-ә uyğun çevirmә: 
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Demәli, hiperbolik vә elliptik involyusiyaların çevirmәlәri (2) vә (3) şәklindә 
olar. 
 Xüsusi hallara baxaq. Qәbul edәk ki, fәzanın ölçüsü 1-dir, yәni P1. P1-dә 
korrelyasiya çevirmәlәrindәn söhbәt aparmağa dәymәz. 
 Әgәr involyusyon kollineasiyanın matrisini yazsaq, bu matris belә şәkillәrdә 
olacaq: 

1) 
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1), 3), 5) vә 6) matrislәri P1-in eyni çevirmәlәrini ifadә edәn matrislәrdir. Eyni 
çevirmә zamanı fәza tam invariant qaldığı üçün fәzanın simmetriya obrazlarının 
sayı qeyri-müәyyәn olur. Belә qeyri-müәyyәnliyi aradan qaldırmaq üçün fәzanın 
simmetriya obrazlarını axtardıqda o fәzanın eyni çevirmәlәrinә baxmayacağıq. Ona 
görә dә, P1-in simmetriya obrazlarını axtarmaq üçün involyusyon matrisin 2) vә 4) 
şәkillәrini götürmәk lazımdır. 2) matrisi nәticәsindә yoxlamaq olar ki, 1 cüt hәqiqi 
nöqtә; 4) matrisi nәticәsindә 1 cüt xәyali nöqtә invariant qalır. 
 Nәticә: P1-in simmetriya obrazları 2 hәqiqi, 2 xәyali qoşma nöqtәlәrdәn 
ibarәtdir. 
 P2 halına baxaq. P2-dә involyusyon kollineasiya çevirmәsinin matrisi belә 
olar (eyni çevirmәlәri nәzәrә almasaq): 
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Demәli, bir e0, e1-dәn keçәn düz xәtt vә e3 nöqtәsi invariant qalacaq. P2-dә 
involyusyon korrelyasiya da mümkündür. P2-dә polyaritetin tәnliyi: 

0)()()( 222120  xxx  
Bu polyaritetin çevirmәsini belә dә yaza bilәrik: 
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0  xuxuxu  polyaranın tәnliyidir. Belә polyaritet zamanı polyus öz 
polyarası üzәrindә yerlәşir. Polyus polyaraya avtopolyar cütlәr deyilir. Demәli, P2-
nin simmetriya obrazları e0e1 düz xәtti, e3 nöqtәsi vә bu nöqtәdәn keçәn e0e1-i 
kәsәn düz xәtlәr çoxluğu vә avtopolyar cütlәrdir. 
 Demәli, ümumiyyәtlә, Pn fәzasının simmetriya obrazları nöqtәlәr, düz xәtlәr, 
avtopolyar cütlәr, simplekslәr, düz xәtlәr konqruensiyalarından ibarәtdirlәr. 
Ümumiyyәtlә, Pn fәzasında simmetriya obrazları m ölçülü vә (n-m-1) ölçülü 
müstәvilәr vә bu müstәvilәrin nöqtәlәrini birlәşdirәn düz xәtlәr konqruensiyası; 

2

1n  ölçülü 2 dәnә hәqiqi müstәvilәr vә bu müstәvilәrin nöqtәlәrini birlәşdirәn 

hiperbolik düz xәtlәr konqruensiyası; 2 dәnә 
2

1n  ölçülü xәyali qoşma müstәvilәr, 

bu müstәvilәri birlәşdirәn elliptik düz xәtlәr konqruensiyası vә bu müstәvilәrin 
birini digәrinә yaxınlaşdırdıqda limit vәziyyәti kimi alınan parabolik düz xәtlәr 
konqruensiyalarıdır. Parabolik düz xәtlәr konqruensiyasını hiperbolik düz xәtlәr 
konqruensiyasından, eyni qayda ilә elliptik düz xәtlәr konqruensiyasından limitә 
keçmәklә almaq olar. 
 

MÜHAZİRӘ 15 
 

Qeyri-Evklid fәzalarının proyektiv modellәri 
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iji aaxau )(,  

polyariteti verilmiş nP  proyektiv fәzasına nn SS ,  qeyri-Evklid fәzaları deyәcәyik. 
 Mәlumdur ki, polyaritetin verilmәsilә 

 
i j

ji

ij xxa 0                                                    (1) 

şәklindә cırlaşmayan II tәrtib sәth (kvadrika) verilir vә bazislәri seçmәk hesabına 
bu kvadrikanın tәnliyini aşağıdakı şәkillәrdәn birinә gәtirmәk olur: 

 
i

ix 0)( 2                                                        (2) 

 
i

i

i x 0)( 2                                                      (3) 

1i ; -1-lәrin sayı   dәnәdir. (2) tәnliyilә tәyin olunan kvadrika xәyali, (3) ilә 
tәyin olunan kvadrika hәqiqidir. 
 Demәli, nn SS ,  qeyri-Evklid fәzaları (2), (3) şәklindә verilmiş kvadrikalı nP  
proyektiv fәzasına deyilir. Әgәr nP  fәzasında (2) kvadrikası verilmişdirsә, belә nP  
fәzasına nS  qeyri-Evklid fәzası; әgәr nP  fәzasında (3) kvadrikası verilmişdirsә, 

belә nP  fәzasına nS  qeyri-Evklid fәzası deyәcәyik. (2), (3) kvadrikalarına uyğun 

olaraq nn SS ,  qeyri-Evklid fәzalarının absolyutları deyilir. 



 nS  fәzası halında әgәr  
i

ix 0)( 2  ödәnilәrsә, bu şәrti ödәyәn nöqtәlәr 

çoxluğuna nS  fәzasının mәxsus nöqtәlәr çoxluğu vә ya mәxsus oblastı deyilir. 
Mәlumdur ki, nS  fәzasında yalnız mәxsus nöqtәlәr var. 

 nS  fәzası halında  
i

i

i r
x 0

1
,0)(

2

2  olarsa, belә nöqtәlәr çoxluğuna nS -

in mәxsus oblastı deyilir.  

 Әgәr  
i
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i r
x 0
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2

2  olarsa, belә nöqtәlәr çoxluğuna nS -in ideal 

oblastı deyilir. Әgәr  
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2  vә  
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2  şәrtlәrini 

ödәyirsә, uyğun olaraq, nS  fәzasının mәxsus vә ideal oblastları şәrtlәrini alarıq.  
 
 
 


